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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Как и многие математики, я дважды пользовался этой очень 
популярной книгой: первый раз, когда меня учили анализу, а 
затем, когда сам учил ему других. Рад подготовке очередного 
издания задачника Б. П. Демидовича и с особым чувством бла- 
годарности откликаюсь на предложение его сына, В. Б. Демидо- 
вича, написать по этому поводу предисловие. 

Итак, несколько слов об этом замечательном университет- 
ском задачнике по математическому анализу и о его авторе, про- 
фессоре Московского государственного университета Борисе 
Павловиче Демидовиче. 

Б. П. Демидович (1906—1977) был родом из Белоруссии, где 
его отец Павел Петрович Демидович служил учителем и одно- 
временно с успехом занимался этнографией и местным фольк- 
лором, за что был даже избран членом-сотрудником Император- 
ского Общества Любителей Естествознания, Антропологии и Эт- 
нографии при Московском университете. Сам Борис Павлович, 
закончив Белорусский государственный университет, тоже не- 
сколько лет учительствовал, а затем поступил в аспирантуру 
Научно-исследовательского института математики и механики 
Московского государственного университета. В аспирантуре он 
занимался под общим руководством Вячеслава Васильевича Сте- 
панова, имея своим непосредственным руководителем Виктора 
Владимировича Немыцкого. Именно они в значительной степени 
и определили основную область научной деятельности Б. П. Де- 
мидовича: классический математический анализ и теория обык- 
новенных дифференциальных уравнений. 

По окончании аспирантуры Б. ЦП. Демидович был зачислен 
ассистентом механико-математического факультета Московско- 
го государственного университета на кафедру математического 
анализа. С того времени, на протяжении более сорока лет он яв- 
лялся сотрудником этой кафедры, став после защиты кандидат- 
ской диссертации ее доцентом, а после защиты докторской дис- 
сертации — ее профессором. Кроме того, он преподавал и в дру- 
гих вузах Москвы. Многие из его непосредственных учеников 
Стали кандидатами и докторами наук. 

Профессионализм и богатейцтий педагогический опыт Б. П. Де- 
мидовича нашли отражение в его научных работах (их около 
Шестидесяти), в том числе в монографиях и учебных пособиях, 
получивших признание как у нас, так и за рубежом. 


Особое место в этом ряду занимает предлагаемый читателю 
сборник задач. Первое его издание, материал которого Б. П. Де- 
мидович собирал более пятнадцати лет, вышло в свет в 1952 году. 
Книга сразу приобрела известность и стала основным универси- 
тетским задачником по математическому анализу. В дальней- 
шем в задачник вносились некоторые авторские коррективы, но 
лишь в незначительной мере, поскольку первоначальная струк- 
тура книги оказалась очень удачной. К настоящему времени за- 
дачник выдержал множество переизданий на русском языке, пе- 
реведен на многие иностранные языки и используется во многих 
странах мира. 

Развитие математики со временем приводит к новым, обычно 
объединяющим отдельные факты понятиям, методам, концеп- 
циям, языку. Это часто затрагивает и, казалось бы, законченные 
фундаментальные разделы. В полной мере это относится также 
к дифференциальному и интегральному исчислению с его ны- 
нешней инвариантной трактовкой дифференциала и законов 
дифференцирования, с языком дифференциальных форм и ин- 
тегрированием форм, позволившем написать современную фор- 
мулу Ньютона—Лейбница. Этот язык и общая формула Стокса 
и сейчас не всегда присутствуют не только в задачниках, но и в обя- 
зательных курсах анализа. На стыке нескольких областей мате- 
матики находятся также асимптотические методы — важный 
и, благодаря своей эффективности, весьма полезный математи- 
ческий аппарат, элементы которого, подобно теории пределов 
и формуле Тейлора, желательно видеть в задачниках по анализу. 
Новысшие разделы анализа предполагают у обращающегося к ним 
наличия определенных навыков и техники. Ведь исполнение 
сколь-нибудь серьезного музыкального произведения немысли- 
мо, если исполнитель не владеет инструментом. 

Опыт показал, что задачник Б. П. Демидовича позволяет сту- 
денту приобрести необходимые навыки в использовании аппара- 
та классического анализа. Предлагаемый задачник — одно из 
основных университетских учебных пособий для упражнений по 
математическому анализу. 


В. А. Зорич, 

профессор кафедры 
математического анализа 
механико-математического 
факультета МГУ 


Часть 1 


Функции 
ОДНОЙ 
переменной 


РАЗДЕЛ 1 


ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 


$ 1. Вещественные числа 


1. Метод математической индукции, Чтобы доказать, что некоторая 
теорема верна для всякого натурального числа п, достаточно доказать: 
1) что эта теорема справедлива для п = Ти 2) что если эта теорема спра- 
ведлива для какого-нибудь натурального числа п, то она справедлива 
также и для следующего натурального числа п + 1. 

2. Сечение. Разбиение рациональных чисел на два класса А и В назы- 
вается сечением, если выполнены следующие условия: 1) оба класса не 
пусты; 2) каждое рациональное число попадает в один и только в один 
класс и 3) любое число, принадлежащее классу А (нижний класс), мень- 
ше произвольного числа, принадлежащего классу В (верхний класс). Се- 
чение А/В определяет: а) рациональное число, если или нижний класс А 
имеет наибольшее число или же верхний класс В имеет наименьшее чис- 
ло, и б) иррациональное число, если класс А не имеет наибольшего числа, 
а класс В — наименьшего числа. Числа рациональные и иррациональные 
носят название вещественных или действительных". 

3. Абсолютная величина (или модуль). Если х — вещественное чис- 
ло, то абсолютной величиной (модулем) |[х| называется неотрицательное 
число, определяемое следующими условиями: 


р —х, еслих < 0; 
х, еслих?20. 
Для любых вещественных чисел х и у имеют место неравенства 
М -И<Е+и<Ы И. 


4. Верхняя и нижняя грани. Пусть Х = {х} — ограниченное множе- 
ство вещественных чисел. Число 


т = шё {х} 
называется нижней гранью множества Х, если: 
1) каждое х Е Х?) удовлетворяет неравенству 
хРт; 


2) каково бы ни было & > 0, существует х’Е Х такое, что 
х<т+еЕ. 


Ъ В дальнейшем под словом число мы будем понимать веществен- 
ное число, если не оговорено противное. 
2 Запись х Е Х означает, что число х принадлежит множеству Х. 


& 1. Вещественные числа Я 


Аналогично число 
М = зар {х} 
называется верхней гранью множества Х, если: 
1) каждое х Е Х удовлетворяет неравенству 
х<мМ, 
2) для любого Е > 0 существует х” Е Х такое, что 
х”>М-Е. 
Если множество Х не ограничено снизу, то принято говорить, что 
Ш {х} = -©°; 
если же множество Х не ограничено сверху, то полагают 
зир {х} = +©°. 
5. Абсолютная и относительная погрешности. Если а (а = 0) есть 


точное значение измеряемой величины, а х — приближенное значение 
этой величины, то 


А=х-а 
называется абсолютной погрешностью, а 
А 
[а] 


— относительной погрешностью измеряемой величины. 

Говорят, что число х имеет п верных знаков, если абсолютная по- 
грешность этого числа не превышает половины единицы разряда, вы- 
ражаемого п-й значащей цифрой. 


Применяя метод математической индукции, доказать, что для 
любого натурального числа п справедливы следующие равенства: 


112+... +п- ПКО. 


ое Ордена ПИ Е ВЕЬ по Е 


313+ 23+... = (1+2... +12. 
441+ 2+2 +... + 2-1 = 2" — |, 
5. Пусть 


а" = (а- в)... [а - п- № иа®? = 1. 


} 


Доказать, что 


п 
(а+ у = >. С” а"- тт], 
т=0 


где С, — число сочетаний из п элементов по т. Вывести отсюда 
формулу бинома Ньютона. 
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6. Доказать неравенство Бернулли: 
{1 + <!) (1 +х.) ... Их) РТ+АНхХ, +... +), 


где х,, хо, ..., Х„ — Числа одного и того же знака, ббльшие -1. 
7. Доказать, что если х > -1, то справедливо неравенство 


(1 -+х)" РЕ+пх (п>П, 


причем знак равенства имеет место лишь при х = 0. 
8. Доказать неравенство 


п! < [29 при п > 1. 


Указание. Использовать неравенство 


п+1 , п+1 
[2 - (1+ =) 52 п=1,2, ...). 


п+1 п+1 


9. Доказать неравенство: 
а) 2! 41... (2п)! > (п +1)!" прип>1. 
С о 
2 4 2п \/2п+1 
10. Доказать неравенства: 
1 1 1 
а) + + +. -— > № (№22); 
2 53 


п 


6) п"! 1 > (п+ 1)" (23); 


п п 
в) [т у о < У эм х, (Ох, < в=Ь, 2, ..., п); 
#=1 #1 

г) (2п)! < 22"(п!)?. 
11. Пусть с — положительное число, не являющееся точным 


квадратом целого числа, и А/В — сечение, определяющее везще- 


ственное число „/с ‚ где в класс В входят все положительные ра- 
пиональные числа ф такие, что 2? > с, авкласс А — все остальные 
рациональные числа. Доказать, что в классе А нет наибольшего 
числа, а в классе В нет наименьшего числа. 


12. Сечение А/В, определяющее число 3/2 ‚ строится следую- 
щим образом: класс А содержит все рациональные числа а такие, 
что а? < 2; класс В содержит все остальные рациональные числа. 
Доказать, что в классе А нет наибольшего числа, а в классе В — 
наименьшего. 

13. Построив соответствующие сечения, доказать равенства: 


а) ^/З + 8 = 18; 6) /2.3 = „6. 
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14. Построить сечение, определяющее число 242. 

15. Доказать, что всякое непустое числовое множество, огра- 
ниченное снизу, имеет нижнюю грань, а всякое непустое число- 
вое множество, ограниченное сверху, имеет верхнюю грань. 

16. Показать, что множество всех правильных рациональ- 


ных дробей ЕЯ где 1 ип — натуральные числа и 0 < т <п, не 
п 


имеет наименьшего и наибольшего элементов. Найти нижнюю 
и верхнюю грани этого множества. 
17. Определить нижнюю и верхнюю грани множества рацио- 
нальных чисел г, удовлетворяющих неравенству 
ро, 


18. Пусть {-х} — множество чисел, противоположных чис- 
лам х © {х}. Доказать, что: 
а) зп{ {—х} = -зир {х}; б)зир {-х} = -шШ+ {х}. 
19. Пусть {х - У} есть множество всех сумм х+у, где 
хХЕ{х} ицуЕ {у}. 
Доказать равенства: 
а) 1пЁ {х + и} = ШЁ{х} + шЁ {и}; 
6) зир {х + у} = зар {х} + зир {и}. 
20. Пусть {ху} есть множество всех произведений ху, где 
хе {х} иуЕ {у}, причем х 2 0иу?>0. 
Доказать равенства: 
а) 1и# {ху} = Ш {х} и {у}; 6) зар {ху} = вир {х} зир {и}. 
21. Доказать неравенства: 
а) «-и> | - И} | 
бу хх +... хх 2 - (Бе +... + ||. 


Решить неравенства: 


22. х+1< 0,01. 23. х-2]> 10. 

24. [<> +1. 25. 2х - И<х- и. 
26. х+ + -2|< 12. + -Ы>1. 
28. + И-Ек- <. 29. [х(1 — х)| < 0,05. 
30. Доказать тождество 


(253 а (= #) ей: 
22°. 2 
31. При измерении длины в 10 см абсолютная погрешность 
составляла 0,5 мм; при измерении расстояния в 500 км абсолют- 
ная погрешность была равна 2090 м. Какое измерение точнее? 
32. Определить, сколько верных знаков содержит число 


х = 2,3752, 
если относительная погрешность этого числа составляет 1%. 
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33. Число 
х = 12,125 


содержит 3 верных знака. Определить, какова относительная по- 
грешность этого числа. 
34. Стороны прямоугольника равны: 


х = 2,50 см + 0,01 см, 
у = 4,00 см + 0,02 см. 


В каких границах заключается площадь © этого прямоугольни- 
ка? Каковы абсолютная погрешность А и относительная погреш- 
ность 6 площади прямоугольника, если за стороны его принять 
средние значения? 

35. Масса тела т = 12,59г+0,01 г, а его объем У = 3,2 см? + 
+0,2 смз. Определить плотность тела и оценить абсолютную и от- 
носительную погрешности плотности, если за массу тела и его 
объем принять средние значения. 

36. Радиус круга 


г= 7,2 м 0,1м. 


С какой минимальной относительной погрешностью может быть 
определена площадь круга, если принять л = 3,147 
З7. Известны измерения прямоугольного параллелепипеда: 


х= 24,1 м+0,2м, 
у=б,5 м +0,1м, 
2=1,2м+0,1м. 


В каких границах заключается объем И этого параллелепипе- 
да? С какими абсолютной и относительной погрешностями мо- 
жет быть определен объем этого параллелепипеда, если за его 
измерения принять средние значения? 

38. С какой абсолютной погрешностью следует измерить 
сторону квадрата х, где 2м < х < 3м, чтобы иметь возмож- 
ность определить площадь этого квадрата с точностью до 
0,001 м"? 

39.С какими абсолютными погрешностями А достаточно 
измерить стороны х и у прямоугольника, чтобы площадь его 
можно было вычислить с точностью до 0,01 м2, если ориенти- 
ровочно стороны прямоугольника не превышают 10 м каж- 
дая? 

40. Пусть 6 (х) иб (и) — относительные погрешности чисел х 
иу, 6 (ху) — относительная погрешность числа ху. 

Доказать, что 6 (ху) < 0 (х) +5 (и) +6 (х)6 (и). 


$2. 'Геория последовательностей 11 


$ 2. Теория последовательностей 


1. Понятие предела последовательности. Говорят, что последова- 
тельность х1, Хэ, -... Хи» -.. имеет своим пределом число а (короче, схо- 


дится ка), т.е. 
Нш х,=а, 


п-ю 


если для любого 5 > 0 существует число № = М (=) такое, что 
к, -а|<Епри п> М. 


В частности, х, называется бесконечно малой, если 


Пи х,=0. 


по 


Последовательность, не имеющая предела, называется расходя- 


цейся. 
2. Признаки существовання предела. 
1) Если 
ух, < 2 
и 
Вт у, = Нм 2. =с, 
п-- о п > 
то 
Вт ох, =с. 
п-©® 


2) Монотонная и ограниченная последовательность имеет предел. 

3) Критерий Коиии. Для существования предела последовательнос- 
ти х, необходимо и достаточно, чтобы для любого => О существовало 
М = М (Е) такое, что 


р ее 
если только п > Мир> 0. 


3. Основные теоремы о пределах последовательностей. Предпола- 
гая, что существуют 


Ни хх, и Ни, 
пс п-о 


имеем: 
П еслих, < у, то На х, < Ша 9,; 
Ис, 


п: 


2) Пт (х,Жу,)= Нм х,ф Ви у); 
лс 


п-> д —- с 


3) Ша (ху) = Ша х, Вы у; 


п- <> п-о л-® 
г Па х, 
4) Но если Пт у,#0. 
п-® У; Ит и» п- © 


л-—- < 
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4. Число е. Последовательность 


(1 + 1} т=12, ...) 


п 


имеет конечный предел 


т (1 + 1 =е=2, 718 281 8284... 


лп-® п 


5. Бесконечный предел. Символическая запись 


Пао х, = © 

по 
обозначает, что, каково бы ни было Е > 0, существует число М = М (ЕЁ) 
такое, что 


[х,| > Е прип> М. 


6. Предельная точка. Число & (или символ ©) называется частич- 
ным пределом (предельной точкой) данной последовательности х„ (п = 
=1,2, ...), если существует ее подпоследовательность 


Хрх Хр» + ры» +. 1 <р <р2<...) 


такая, что 
Иш хм 6. 
по 
Всякая ограниченная последовательность имеет по меньшей мере 
один конечный частичный предел (принцип Больцано—Вейерштрас- 
са). Если этот частичный предел единственный, то он же является ко- 
нечным пределом данной последовательности. 
Наименьший частичный предел (конечный или бесконечный) по- 
следовательности х,„ 


называется нижним пределом, а наибольший частичный предел ее 


Пт ох, 


п © 


называется верхним пределом этой последовательности. 
Равенство 


является необходимым и достаточным условием существования преде- 
ла (конечного или бесконечного) последовательности х„. 


41. Пусть 


$2. Теория последовательностей 13 


Доказать, что 
Ни х,=ЪЁ, 


по 
определив для каждого Е > О число М№ = М (Е) такое, что 
к, - И <Ь, если п > М. 


Заполнить следующую таблицу: 


а па ии вы 


42. Доказать, что х, (п =1,2, ...) есть бесконечно малая (т.е. 
имеет предел, равный 0), указав для всякого & > 0 число М = М (Е) 
такое, что |х„| < Е при л > М, если: 


в) х,= С; 6), = 2"; 
п пЗ+1 
вх, =; гух, = (-1)" - 0,9997. 
п. 


Для каждого из этих случаев заполнить следующую таблицу: 


Е 0,1 0,001 0,0001 гы 
м№ 


43. Доказать, что последовательности: 

а) х„ = (-1)"п, б)х,= 2%, в) х,= Ш (вп) (п>22) 
имеют бесконечный предел при п -› ©0 (т. е. являются бесконечно 
большими), определив для всякого Е > 0 чиело М = М (Е) такое, 
что |х‚| > Е прип > М. 

Для каждого из этих случаев заполнить следующую таблицу: 


В — 


44. Показать, что 
2 п 
х,= п (п=Т,2, ...) 

не ограничена, однако не является бесконечно большой при 
по. 

45. Сформулировать с помощью неравенств следующие ут- 
верждения: 

а) Им х„= 09; 6) Па х„=-09; в) ша х, = +60. 


п — © л >< п > оо 
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Предполагая, что п пробегает натуральный ряд чисел, опре- 
делить значения следующих выражений: 


46. пп 190007. 47. Пт [+ - (п). 
п> о п2+1 но 
: З/п? т! : (-2)"+3* 
48. ——. 49. 1 . 
и п+1 Я и (-2)"' Е 7+1 


50. В, На, (а < 1, В < 1). 


51. Ши (55 Е аи 


52. Иль ыы РИ ис 
п-о п п п п 
53. Ит Е А: ии]. 
п-о пз п пз 
54. На [5 и тн]. 
по 8 пз пз 
р 1 3 5 21-1 
2} (5 Е г } 
о. 92 23 р 
56. Ша [5 а Г] 
пою ЕЁ: 2 2.3 п(п+1) 
57. Пи (12/838... “/ ). 
пс 
Доказать следующие равенства: 
58. Па Л =0. 59. ши 21 =0. 
по 2" по М! 
60. ни 7 =0(а>т. 61. Ши @=0 
п-х ап п-: ПП! 
62. Шт пд" = 0, если 911. 63. и, "а =1(а>0). 
64. шп Ин = (а> 1). 65. ши 1 =1. 
п >< по 
86. Пи - =0. 
по п/п 


67. Какое выражение больше при достаточно больших п: 
а) 1007 + 200 или 0,0112?; 6) 2" или п1900?, 
в) 1000” или п!? 

68. Доказать, что 


вы (1-Е 
2 4 


в о 


Указание. См. пример 9 6). 
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69. Доказать, что последовательность 


х, = (1 + т] (п 


п 


в 
на 
[> 

> 


монотонно возрастает и ограничена сверху, а последовательность 
1 п} 
„= (1+1 "= 1,2, ...) 


монотонно убывает и ограничена снизу. Отсюда вывести, что эти 
поеледовательности имеют общий предел 


п п+1 
Пт (2 + ‚) = 10 (1 + я =е. 
п 


п-= п>о п 


па У 
° 
Х Уп -1 


Указание. Составить отношения и воспользоваться 


неравенством примера 7. 
70. Доказать, что 


оае 1.) <3 пере) 


п 


п 
При каких значениях показателя п выражение (1 + :] будет 
п 


отличаться от числа е меньше чем на 0,001? 

71. Пусть р, (= 1,2, ...) — произвольная последователь- 
ность чисел, стремящаяся к +-0°, ид, (п =1,2,...) — произвольная 
последовательность чисел, стремящаяся к —с0 (р,, Ч, Е [-1, 0]. 
Доказать, что 
па [1 + 2) = Ша (1 + 1.) =е. 


п-о п по п 


72. Зная, что 


доказать, что 
т [пана +) -е. 
о РЗ 3! п! 
Вывести отсюда формулу 


т 
2! 3! п! п!л 


‚ (=) 


Где 0 < 6, < 1, и вычислить число е с точностью до 10°. 
73. Доказать, что число е иррационально. 
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74. Доказать неравенства 


п\” п)" 
-| < <е (= | 
(= 2 
75. Доказать неравенства: 
а) р 1 (1 + 1 а ‚ гдеп — любое натуральное число; 
п+1 п п 


б) 1 + <”, где а — вещественное число, отличное от нуля. 
76. Доказать, что 


Пт п" =] =ша (а>0), 


п->-о 
где ш а есть логарифм числа а при основании е = 2, 718.... 


Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной и 
ограниченной последовательности, доказать сходимость следую- 
щих последовательностей: 


77. д =р + т и те (п=1,2, ...}, гдер, @2=0,1,2,...) — 
целые неотрицательные числа, не превышающие 9, начиная с р. 
В и 


79. Хх. 


| 
АА, 
= 
] 
кои 
ав 
ак 
-- 
] 
р 
ар. 


а 
80. х, = (1+ 1 ть + ме 5). 


Во ое. 


п корней 


Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость следую- 
щих последовательностей: 


82. х„=а +а:а+ ... + а,д", где 
|4. <М (#=0,1,2,...) и < 1. 


83. х = 81111 2 $112 4 ре ия 


п р] 22 за От 
84. х = 608 | 60352} „  ‹; _с08п! 
Е 
|. 1 1 1 
85. =. Тв. 
Указание. Воспользоваться неравенством 
ев 


п? п-1 п 
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86. Говорят, что последовательность х, (п= 1,2, ...} имеет 
ограниченное изменение, если существует число С такое, что 


+ ах. _|<С т=2, 3, ...). 


Доказать, что последовательность с ограниченным изменени- 
ем сходится. 

Построить пример сходящейся последовательности, не имею- 
щей ограниченного изменения. 

87. Сформулировать, что значит, что для данной последова- 
тельности не выполнен критерий Коши. 

88. Пользуясь критерием Коши, доказать расходимость по- 
следовательности 


И 
2 3 п 


89. Доказать, что если последовательность х,„ (п= 1,2, ...) 
сходится, то любая ее подпоследовательность х, также сходится 
п 
и имеет тот же самый предел: 
Пи 5. = И, 
п Е п->о 
90. Доказать, что монотонная последовательность будет схо- 
дящейся, если сходится некоторая ее подпоследовательность. 
91. Доказать, что если 
Ви х,=а, 
Ее 
то 
Ша [= | 
ЗЫ 


л- 


$ Хх 
92. Если х,„ -> а, то что можно сказать о пределе Ш ="? 


вс хп 


93. Доказать, что сходящаяся числовая последовательность 
ограничена. 

94. Доказать, что сходящаяся числовая последовательность 
достигает либо своей верхней грани, либо своей нижней грани, 
либо той и другой. 

Построить примеры последовательностей всех трех типов. 

95. Доказать, что числовая последовательность х„ (п = 1,2, ...), 
стремящаяся к +50, обязательно достигает своей нижней грани. 


Найти наибольший член последовательности х„ (п =1,2,...), 
если: 


96. х„ = п. 97. х, = 98. х, = 19000 


100+л° в п! ° 
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Найти наименьший член последовательности х„(п=1,2,...), 


если: 


99. х, = п? — 9п - 100. 100. „= п + 10°. 


Для последовательности х„ (п = Т, 2, ...) найти шЁх„, зарх,, 


Пт хи Ши х,, если: 


по по 
ыя = 1. и 1ум -1 8 
101. а) х=1--; б) х„ = (-1) 2+-|. 
п п 
О — ыы 
п 
103. =1+ -”_- соз 7. 
п+1 2 
пт №) 
104. хи =1+2 (-1)" +143. (1) * 
105. х, = 2 т обнеЙИ, 106. х„ = (-П"п. 
п+1 3 
107. х„ = —-п[2 + (-1)"]. 108. х, = С”. 
; д 1 
109. хх=1 + лзт т 110. х„ = 05° 
Найти Ц хи Им х,, если: 
п-> п-- о 
111. х ЕС сов 277. 112. х = (1+1) стати, 
"1412 3 е п 4 
ан. 114. х, = "1+ 2сь". 
+1 4 
115. х‚ = соб" тит 
Найти частичные пределы следующих последовательностей: 
111317 1 
116. 55,2, дани м, щи, 
2°24’4’8’8 07’ д” 
1 11 11 11 11 11 1 
117.1, = +, +, ча, с, ЕН, Е, Е, 
. 2?’ 23 за 3 4 4 2 4 3 4 
1 1 11 1 1 1 1 
у о) п.п ти , З: ть ‚ 
5 п а ея п-1 п п+1 
т 
23344456555 
119. х,=3 (1 й : +2 (-1)" 
п 


120. х„ = 5 Ка ++ (-1" (а- 5]. 
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121. Построить пример числовой последовательности, име- 
щей в качестве своих частичных пределов данные числа 


ат, ао, ..., ау. 


122. Построить пример числовой последовательности, для 
которой все члены данной числовой последовательности 


ат, ао, ..., ал» -.. 


являются ее частичными пределами. Какие еще частичные пре- 
делы обязательно имеет построенная последовательность? 
123. Построить пример последовательности: 
а) не имеющей конечных частичных пределов; 
6) имеющей единственный конечный частичный предел, 
но не являющейся сходящейся; 
в} имеющей бесконечное множество частичных пределов; 
г) имеющей в качестве своего частичного предела каждое 
вещественное число. 


124. Доказать, что последовательности х, и у =х, Уп 
(п=1,2, ...) имеют одни и те же частичные пределы. 

125. Доказать, что из ограниченной последовательности х, 
(п=т,2,...) всегда можно выделить сходящуюся подпоследова- 
тельность х,, (п=1,2, ...). 


126. Доказать, что если последовательность х„ (1 = 1,2, ...) 


не ограничена, то существует подпоследовательность Хр такая, 
п 


что 


Ит Е 0 
п 


пм 


127. Пусть последовательность х, (п = 1,2, ...) сходится, а 
последовательность у, (п = 1,2, ...) расходится. Что можно ут: 
верждать о сходимости последовательностей: 

а) Хх, + У», 5) ху? 

Привести соответствующие примеры. 

128. Пусть последовательности хлиу, (п=1,2,...) расходят- 
ся. Можно ли утверждать, что последовательности: 

а) х„ + у,; 6) х„у, 
также расходятся? 
129. Пусть Ши х, =0, иу, (т=1,2,...) — произвольная 


>> 


последовательность. Можно ли утверждать, что бт х,у, = 0? 


пс 


Привести соответствующие примеры. 
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130. Пусть 


Ши ху, =0. 
2о 


п- 


Следует ли отсюда, что либо Ит х,= 0, либо Ша. у, = 0? 


п> > п-> 


Рассмотреть пример: х,„ = ЕСМ, у, = тли (п=1, 2, ...). 


131. Доказать, что: 
а) Ни х,„+ Ши у, < Ши (ху) < Ша х,+ Им у,; 
в < по 


п>»+о пс ло 


6) Нт х,+ Пи, у, < м (ху) < Пол х, + Пот, Ул. 


по п—- © > со 


Построить примеры, когда в этих соотношениях имеют место 
строгие неравенства. 


132. Пусть х, 2 О0иу,. 20 (п=Т1,2, ...). Доказать, что: 


а) Им хх,’ Ша у, < Ш (ху) < Шы х,' Па у, 
п со п- о п- > ` п> о п- о 
6) Ит хх,’ Ша у, < Ша (ху, < Па х,' Па у,. 
пм по по по п» о 
Построить примеры, когда в этих соотношениях имеют место 
строгие неравенства. 


138. Доказать, что если Пт х,„ существует, то какова бы ни 


л>о 


была последовательность и, (п = 1,2, ...), имеем: 


а) Пт (Хх, +и,) = Нм х,+ Вы Ув 


по п-х 


6) бт, (хни,) = Ша х,° у, (х, 20). 


п п — п-> о 


134. Доказать, что если для некоторой последовательности х„ 
(п=1,2, ...), какова бы ни была последовательность и, (п = 1 
..}, имеет место по меньшей мере одно из равенств: 


ЮО 


а) Пт (х,„+у,)= Па х,+ Па и 
пс п п’ 
или 


б) По (хи, = Пт х, Пт и, (х, 20), 


то последовательность г. — сходящаяся. 


135. Доказать, что если х,> 0 (п=1Т,2,...) и 


то последовательность х„ — сходящаяся. 
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136. Доказать, что если последовательность х, (п = 1,2, ...)} 


ограничена и 
Пт (хил, =0, 


п © 
то частичные пределы этой последовательности расположены 
всюду плотно между ее нижним и верхним пределами: 


[= Вы х, и Б= пы х,, 
л-® вп-о 


т.е. любое число из отрезка [1, Г] является частичным пределом 


данной последовательности. 
137. Пусть числовая последовательность х|, хо, ...› Хи» 


удовлетворяет условию 
Ох, < + х, (т п=1, 2, ...). 


С Хх 
Доказать, что 1 -" существует. 
по ПП 
138. Доказать, что если последовательность х„ (п = 1,2, ...) 


сходится, то последовательность средних арифметических 


Е, = ‚ (+... 4х) =Ь0,...) 


также сходится и 
Х+Х.+...+Х С 
Е МЫ РИ 


[т 
МА п->-> 


п-о 


Обратное утверждение неверно: построить пример. 


139. Доказать, что если 
Ши хх, = +09, 


ло 


то 
++ оо 


п 
п 


п 


140. Доказать, что если последовательность х, (п=1,2,. 


сходится и х, > 0, то 


Ша я/х хх, = Ш х,. 
п-— с 


п- © 


141. Доказать, что если х,> 0 (п= 1,2, ...), то 


х : х 
Юм пух, = Вы =, 
п- о п-® д, 


предполагая, что предел, стоящий в правой части последнего ра- 


венства, существует. 
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142. Доказать, что Ша =е. 
п > с п/п! 
143. Доказать теорему Штольца, если 
а) уча > у, (п = 1, 2, ...); 6) Ша у, =+°, 
ут 
в) существует Ш 2", 
п—> > Ут Ув 
то 
Вто 9 = аа би, 
п—-©® И п—о У Ул 
144. Найти: 
2 
а) Иш 7 (а>1)} 6) Пт тет. 
п +0 ап п>-+ю ПП 
145. Доказать, что если р — натуральное число, то: 
р р Р 
а) т Гчач+. + _ 1 . 
п— о НЕ" р+1 
р р р . 
6) ши ееныыи = =" = 1, 
по ПР р+1 2 
р р _ ур р 
в) Ни +8 +. +210 2 
по 1211 р+ 1 
146. Доказать, что последовательность 
1 1 1 
Хх ЕТЕН-Е-+.. + = -Шл @=Ъ2,... 
п 2 3 п ( ) 
сходится. 
Таким образом, имеет место формула 
а сие, 
2 3 п 
где С = 0,571216... — так называемая постоянная Эйлера и 


=, —* 0 прип > ©. 
147. Найти п ( 1 + ие ... + =). 
п-о \П+1 п+2 2п 


148. Последовательность чисел х, (п =1,2, ...) определяется 
следующими формулами: 


Хи 1+х, 
ж=а, х.=ЬБ, ее (п=3, 4, ...). 


Найти Ша х„. 


п-о> 
149. Пусть х,(п=1,2, ...) — последовательность чисел, оп- 
ределяемая следующей формулой: 


ж>0, д = („+ =) п=0, 1,2, ...). 


Доказать, что Пт х,=1. 


пс 


п 
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150. Доказать, что последовательности хи у, (п=1,2, ...), 
определяемые следующими формулами: 


== [х _Х,+у 
хх =а, у = Ь, Хит ^/ХлУл› Е 


имеют общий предел 


и (а, 6) = Пы х,= Ву, 


п —- 2 пс 


(арифметико-геометрическое среднее чиселаи в). 
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1. Понятие функции. Переменная у называется однозначной функ- 
цией рот переменной х в данной области изменения Х = {х}, если каждому 
значению х Е Х ставится в соответствие одно определенное действительное 
значение у = х), принадлежащее некоторому множеству У = {у}. 

Множество Х носит название области определения или области су- 
ществования функции Кх); У называется множеством значений этой 
функции. В простейших случаях множество Х представляет собой или от- 
крытый промежуток (интервал) ]а, И = (а, 5): а<х <Ь, или полуоткры- 
тые промежутки |а, В] = (а, В]: а<хзьи[а, [= [а, В: ах <Ь, или 
замкнутый промежуток (сегмент) [а, 6]: а<х< 6, гдеаи Б — некоторые 
вещественные числа или символы -—09 и +00 (в этом случае равенства иск- 
лючаются). 

Если каждому значению х из Х соответствует одно или несколько 
значений и = [(х), то у называется многозначной функцией от х. 

2. Обратная функция. Если под х понимать любое значение, удов- 
летворяющее уравнению 


Кх) = у, 
где у — фиксированное число, принадлежащее множеству значений У 
функции [(х), то это соответствие определяет на множестве У некото- 
рую, вообще говоря, многозначную функцию 

а РНЕ 

х=Г (0, 

называемую обратной по отношению к функции Кх). Если функция 
и = Кх) монотонна в строгом смысле, т. е. {(х.) > Кх,) (или, соответствен- 
но, /(х2) < Кх!)) при х. > х\, то обратная функция х = {`Ки) является 
однозначной и монотонной в том же смысле. 


Определить области существования следующих функций: 


151. у= — | 152. у= 3х д. 


153. у=(х-2) 
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.а) у= ю& (х? - 4); б)у=1ов (х + 2) +105 (х-2). 


.у= мат (МХ). 156. и= /созх?. 
п „/х 
.уи= =|. 158. у= | 
ув (вт " 58:9 яплх 
. И = агсят ыы 160. у = агссоз (2 зщ х). 
1+х 


.у= 15 [с05 (1< х)]. 162. у=(х +) Ихзш?лх. 
. у = с45 пх + агссоз (2°). 
.у= агезт (1-х) + 1 х). 


.а) и= (2х)!; 6) у= 105. 053 108.5; в)у= Мех. 


гру= узш2х + узшЗх (0%<х%2мп. 


следующих функций: 


166. 
168. 


170. 


171. 
и высота ВО = я, вписан прямоугольник К.ММ, высота которого 
М№М = х. Выразить периметр Р прямоугольника КЬММ и его пло- 


у= +х-хе. 167. у= 15 (1- 2 005 Хх). 


2х В х 
- .  169.у= 1 =). 
у = агссо5 ты 69. у = агсзт ( 5 10 
у=(1". 
В треугольник АВС (рис. 1), основание которого АС = 6 


щадь 5 как функции от х. 
Построить графики функций Р=Р (х)иб=$5 (х). 


172. В треугольнике АВС сторона АВ = 6 см, сторона АС = 8 см 
и угол ВАС = х. Выразить ВС = а и площадь 5 треугольника АВС 
как функции переменной х. Построить графики функций а =а (х) 
из =Ъ (х). 
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173. В равнобедренной трапеции АВСО (рис. 2). основания 
которой Ар =аи ВС = Ь (а > Ь), а высота НВ = Йй, проведена 
прямая ММ НВ и отстоящая от вершины А на расстоянии 
АМ = х. Выразить площадь 5 фигуры АВММА как функцию пе- 
ременной х. Построить график функции: 5 = 5 (х). 

174. На сегменте 0 <х < 1 оси Ох равномерно распределена 
масса, равная 2 г, а в точках этой оси х = 2 их = 3 находятся 
сосредоточенные массы по 1г в каждой. Составить аналитиче- 
ское выражение функции т = т (х) (-<0 < х+ 05), численно рав- 
ной массе, находящейся в интервале (-с°5, х), и построить график 
этой функции. 

175. Функция и = 581 х определяется следующим образом: 


0, если х = 0; 


{ 
—1, если х < 0; 
5х 
1, еслих> 0. 


Построить график этой функции. Показать, что 
[| = х 581 х. 


176. Функция у= [х| (целая часть числа х) определяется 
следующим образом: если х = п + г, гдеп — целое числои 0 <г<1, 
то [х] = п. Построить график этой функции. 

177. Пусть 

у=п(х) (х20) 
обозначает число простых чисел, не превышающих числа х. По- 
строить график этой функции для значений аргумента 0 < х< 20. 


На какое множество ЕЁ, отображает множество Ё, функция 
у = Кх), если: 


178. у = д, = {1 <2)}. 
179. у = ях, и 1000}. 
180. у = ть х, Е, = {-50 <х< оч}. 
1811 ус "т, Е, = {0 << 1} 
182. и =, = < 2}. 


Переменная х пробегает интервал 0 < х < 1. Определить, 
какое множество пробегает переменная у, если: 


183. у=а+ (-ад. 184. у = о. 
185. у= 5- т. 186. у= И/х-х?. 


187. у = сё пх. 188. у=х + [2х]. 
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189. Найти /(0), /(1), /(2), (3), /(4), если 
1(х) = х*- 6х3 + 11х2 - 6х. 
190. Найти /(-1), /(-0,001), К100), если 


(х) = 18 хе. 
191. Найти { (0,9), /{0,99), { (0,999), { (1), если 
Е =Т [5 [. 


192. Найти /(-2), (1), Го), Га), (2), если 


_ Л+х при —©0 <х<0, 
Кх) 2% при 0 < х < +. 


193. Найти /(0), К-х), Кх + 1), (ху -+ 1, КУ, кБ’ если 
_ 1-х 
= 1+х° 


194. Найти значения х, для которых: 1) Кх) = 0; 2) Кх) > 0; 
8) (х) < 0, если: 


а) Их) =х-х?; 6) Их) = мт т; в) Их) = (и + А - ^). 
195. Найти $(х) = ыы в Х), если: 
а) /(х) = ах +6; 6) /(х) = х?; в) Кх) = а*. 
196. Пусть 
Их) = ах? + Бх + с. 
Показать, что 
1(х + 3) - ЗИх + 2) + 3х +0 - Их) =О. 
197. Найти целую линейную функцию 
Кх) = ах +6, 
если КО) = -2 и КЗ) =5. 
Чему равны /(1) и К2) (линейная интерполяция)? 
198. Найти целую рациональную функцию второй степени: 


(х) = ах? + 6х + с, 


если К(-2) =0, К0)=1, К=5. 
Чему равны /(-1) и 0,5) (квадратичная интерполяция)? 
199. Найти целую рациональную функцию третьей степени: 


Кх) = ах? + 6х2 + сх ча, 
если [(-1=0, /(0)=2, К)=-3, К2)=5. 
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200. Найти функцию вида 
(х) = а + 65с*, 
если [(0)= 15, [(2)=30, /4)=90. 
201. Доклзать, что если для линейной функции 
Кх) = ах + Ь 
значения аргумента х = х, (п= 1, 2, ...) образуют арифметиче- 
скую прогрессию, то соответствующие значения функции у, = Кх,) 


(1п=1, 2, ...) образуют также арифметическую прогрессию. 
202. Доказать, что если для показательной функции 


Кх) = а (а>0) 


значения аргумента х = х, (п=1,2,...) образуют арифметиче- 
скую прогрессию, то соответствующие значения функции у, = Кхи) 
(п=1,2, ...) образуют геометрическую прогрессию. 

203. Пусть функция Ки) определена при 0 < и < 1. Найти 
области определения функций: 


2) Иыт =); 6)/пх; в. 
204. Пусть 


Кх) = (а +а*) (а>0). 


Показать, что 
Кх + у) + Кх- у = 2К®КУ). 
205. Пусть 
Кх) + Ку) = Кг). 


Определить 2, если: 


а) /(х) = ах; 6) (х) = :; 


в) /(х) = агошх (5х) <1; г) Их) = 108 ТЕ. 


Найти $[$(х)], у[у(х)], ФГ (х)] и УФС], если: 
206. Ф(х) = х? и \ц(х) = 2%. 
207. ф(х) = 351 хи ц(х) = | . 


0 прих < 0 
—х? прих> 0. 


0 прих < 0, 
х прих>0 


208. Ф(х) = | и (х) = | 


28 РАЗДЕЛ 1. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 


209. Найти Д/с], ЦИИ] если Их) = 
210. Пусть 
[.(х) = КИС... 
КИС.) 
п раз 
Найти }/(х), если Кх) = = =. 


211. Найти /(х), если /(х + 1) = х? - Зх +2. 
212. Найти /(х), если | (= +1) = х2 Е = & (#2 2). 


213. 1. Найти /(х), если (:) =х-+ М1 +х? (х>0). 


2. Найти /(х), если | (=) = х2. 


Доказать, что следующие функции являются монотонно воз- 
растающими в указанных промежутках: 


214. /(х) = х? (0 <х< +05). 
= <] Я <х< т 
215. Кх) = зтх ( та т). 


= т Ш 
216. /(х) = вх ( пя < =). 
217. Кх) = 2х + зшх (-© <х < +55). 


Доказать, что следующие функции являются монотонно убы- 
вающими в указанных промежутках: 

218. /(х) = х? (-©® <х<0). 219. /(х) =созх (0<х<п. 

220. Кх) = вех (0 <х<мп. 

221. Исследовать на монотонность следующие функции; 


а) К(х) = ах +6; 6) {(х) = ах? + вх + с; 
в) Кх) = <; г) Их) = Чо; 
сх+а’ 


д) (х) = а" (а> 0). 
222. Можно ли почленно логарифмировать неравенство? 
223. Пусть Ф(х), у(х) и Кх) — монотонно возрастающие функ- 
ции. Доказать, что если 


$(х) < Кх) < ух), 
то 


$[Ф(х)] < АКх)1 < 9х]. 
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Определить обратную функцию х = $(у) и ее область сущест- 
вования, если: 

224. у=2х +3 (-© <х < +05). 

225. у= х2; а) -® <х<0; 6) 0<х < +0. 


226. у= (х#-1). 


227.у= 1-х; а) -1<х< 0; 6)0<х< 1. 


(2 -е*) (-5 <х < +55). 


228. у= зп х, где зв х = 


т бы 


229. у= 1х, где 4 х= Е (-00 < х < +05). 
е+е-х 
х, если 0 <х<1; 
230. у= 4 х?, если 1 <х<4; 
2*, если 4 <х < +5. 
231. Функция [(х), определенная в симметричном интервале 
(—1, 1), называется четной, если 


К-х) = х 
И-х) = -Кх). 


Определить, какие из данных функций /(х) являются четны- 
ми, а какие нечетными: 


а) Кх) = 3х - х'; 6) (х) = ЗАТ - =)? + а +»); 
в) (х) = а’ +а* (а> 0); г) Ко=ш ЕЯ; 


1+х 
д) Кх) = ш (х + М1 +х?). 

232. Доказать, что всякую функцию [(х), определенную в 
симметричном интервале (-1, {), можно представить в виде сум- 
мы четной и нечетной функций. 

233. Функция /(х), определенная на множестве ЕЁ, называет- 
ся периодической, если существует число Т>оО (период 
функции — в широком смысле слова!) такое, что 

Кх + Т) = Кх) при хЕЕ. 

Выяснить, какие из данных функций являются периодиче- 

скими, и определить наименьший период их, если: 
а) /(х) = А соз Ах + В зш Ах; 


6) {(х) = зах + 5 51 2х + - т 3х; 


и нечетной, если 


в) 0) =2%5 35; г) /(х) = 112 х; 


д) /(х) = эт 8; е) /(х) = вх; 
ж) (х) = Хх; з) /(х) = зшх + эп (х./2). 
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234. Доказать, что для функции Дирихле 


х (х) = 1, если х рационально, 
0, если х иррационально, 


периодом является любое рациональное число. 

235.1. Доказать, что сумма и произведение двух периодиче- 
ских функций, которые определены на общем множестве и пе- 
риоды которых соизмеримы, есть функции также периодиче- 
ские, 

2. Функция [(х) называется антипериодической, если 


Кх + Т) =-ИКх) (Т>О0). 


Доказать, что Кх) — периодическая функция с периодом 27. 

236. Доказать, что если для функции К(х) (-509 < х < +09) вы- 
полнено равенство /(х + Т) = А/(х), где в и Т — положительные 
постоянные, то Кх) = а*ф(х), где а — постоянная, а ф(х} — перио- 
дическая функция с периодом Т. 
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1. Для построения графика функции у = Кх) поступают следующим 
образом: 

1) определяют область существования функции Х = {х}; 

2) выбирают достаточно густую сеть значений аргумента х,, х., ..., Хи 
из Х и составляют таблицу соответствующих значений функции 


и = Кх) @=Ь2, .... п); 


3) наносят систему точек Мкх» у,) Е=1,2, ..., п) на координатную 
плоскость Оху и соединяют их линией, характер которой учитывает по- 
ложение промежуточных точек. 

2. Чтобы построить грамотно график функции, следует изучить об- 
щие свойства этой функции. 

В первую очередь нужно: 1) решив уравнение {(х) = 0, определить 
точки пересечения графика функции с осью Ох (нули функции); 
2) установить области изменения аргумента, где функция положитель- 
на или отрицательна; 3} если возможно, выяснить промежутки моно- 
тонности (возрастания или убывания) функции; 4) изучить поведение 
функции при неограниченном приближении аргумента к граничным 
точкам области существования функции. 

В этом параграфе предполагается, что свойства простейших элемен- 
тарных функций — степенной, показательной, тригонометрических и 
т. п., известны читателю. 

Пользуясь этими свойствами, можно, не проделывая большой вы- 
числительной работы, сразу рисовать эскизы графиков многих функ- 
ций. Другие графики иногда удается свести к комбинации (сумме или 
произведению ит. п.) этих простейших графиков. 
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237. Построить график линейной однородной функции 


у=ах 
приа=0, 5, п, 
238. Построить график линейной функции 
у=х+Ь 


при = 0, 1,2, -1. 
239. Построить графики линейных функций: 
аау=2х +3; б)у=2- 0,1х; Ви=-5 = 
240. Температурный коэффициент линейного расширения 
железа а = 1,2 .10° К !. Построить в подходящем масштабе гра- 
фик функции 
[= КТ) (-40К<Т<100к, 


где Т — температура и [ — длина железного стержня при темпе- 
ратуре Т, если [ = 100 см при Т =ОК. 

241. По числовой оси движутся две материальные точки. 
Первая в начальный момент времени # = 0 находилась на 20 м 
влево от начала координат и имела скорость и; = 10 м/с; вторая 
при {= 0 находилась на 30 м вправо и от точки О и имела 
скорость и. = —20 м/с. Построить графики уравнений движений 
этих точек и найти время и место их встречи. 

242. Построить графики целых рациональных функций 2-Й 
степени (параболы): 


а) и= ах? приа=т, 5,2, -1; 


№1 


б) у= (х - хо) при ху = 0, 1, 2, —1; 
в их? +с прис=0, 1,2, -1. 
243. Построить график квадратного трехчлена 
у = ах? + ве + с, 
приведя его к виду 
у= у +а(х — хо)". 
Рассмотреть примеры: 
а) у= 8х — 2х; ву=-х? + 2х - 1; 
бу=х? — 3х +2; утят. 
244. Материальная точка брошена под углом а = 45° к плос- 
кости горизонта с начальной скоростью и, = 600 м/с. Построить 


график траектории движения и найти наибольшую высоту 


подъема и дальность полета (считать & = 10 м/с?, сопротивлени- 
ем воздуха пренебречь). 


32 РАЗДЕЛ Г. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 


Построить графики целых рациональных функций степени 
выше второй: 


245. у = 3 +1. 246. и= (1-х?) (2 +х). 

247. у = хх. 248. у = х(а < х)? (а + х)з (а>0). 
Построить графики дробно-линейных функций (гиперболы): 
249. у ^ 250. и Па 


251. Построить график дробно-линейной функции 


ах+ьЬ 
и, — а = 
у ее: (а4 — 66#0, с70), 


приведя ее к виду у= щ + : 
х-хо 

8+2 
2х-3° 

252. Газ при давлении р, = 1 Па занимает объем У, = 12 м. 
Построить график изменения объема У газа в зависимости от дав- 
ления р, если температура газа остается постоянной (закон 
Бойля— Мариотта). 


Рассмотреть пример у = 


Построить графики дробных рациональных функций: 


РЕ 
253. у=хт о. 
254. и = хе + ь (трезубец Ньютона). 
Е 1 = 
255. =хт 5. 256. и Е (кривая Аньези). 
_ 2х 
257. у = ЕЕ (серпантин Ньютона). 
1 х 
.и= : 259. и = р 
258. у "ее 59. у а 
И а Е а В: 1 
260. у ть ЕЕ. 261.1 ПРЕ = 
262. у= (х+10(х-2) 
° ({х-1)(х+2)° 


263. Построить эскиз графика функции 
ах? +Ьх+с 
т (О); 
ах+ьЬ, 
приведя ее к виду 


п 
х- хо 


у=Вх т 
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Рассмотреть пример 


264. 


х2-4х+3 


у= х+1 


Построить график изменения силы притяжения РЁ мате- 


риальной точки, находящейся на расстоянии х от притягиваю- 
щего центра, если РЕ = 10 Н при х = 1м (закон Ньютона). 


265. 


Согласно закону Ван-дер-Ваальса объем У реального га- 


за и его давление р при постоянной температуре связаны соот- 
ношением 


(+4 9] и- р =с. 


Построить график функциир = [(У), еслиа =2,6=0,1 ис =10. 


Построить графики иррациональных функций: 


266. 
267. 


268. 


269. 
240. 


272. у 


273. 
214. 


215. 
276. 


271. 


278. 


1 
приа=-, 
р 2 


у=+./-х-2 (парабола). 


у= +х./х (парабола Нейля). 


у = +5./100 — х? (эллинс). 


у= +/х?-1 (гипербола). 
у=+ =. 271. у=+х./100- д. 
= (циссоида). 
уИ=+М(х2-1)(9-х2). 
Построить график степенной функции у = х" при: 
а) п=1, 3, 5; 6) п=2, 4, 6. 
Построить график степенной функции у = х" при: 
а) п = -1, —3; б) п=-2, —4. 
Построить график радикала у = %/х при: 
а) т =2, 4; 6) т = 3,5. 
Построить график радикала у = "/х* , если: 
аАт=а, = 1; б)т=а, = 3; втез, в = 1; 
гр]т=зЗ, Е=2; ддт=З, Е =4; е т=4, #=2; 


ж)т=4, р=3. 
Построить график сложной показательной функции у = а” 


1, 2, е, 10. 
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279. Построить график сложной показательной функции 


у = ©, если: 


аи =х’; 6) и! = -2°; в) и: = :; 
1 1 2 
Гу: = т; дл = 5 Ни 


280. Построить график логарифмической функции у = 105. х 


приа- у, 2, с, 10. 


у= 


д 
4 , 


1 
2 ый 


281. Построить графики функций: 

а) и = ш (-х), б) и= № (х). 
282. Построить график сложной логарифмической функции 
|1 у1, если: 


аи =1 +47; 6) и; = (х-1)(х - 2} (х - 3}; 
_ 1-х. ‚.-- 1. ет х 
о, = 5; ди = 1-е". 


283. Построить график функции и = 105, 2. 

284. Построить график функции и = А зш х при А = 1, 10, -2. 
285. Построить график функции у = з1ш (х - ху), если х, = 0, 
дл эл 

ат 

286. Построить график функции у = зш пх, еслип= 1,2, 3, 
1 


В: 
287. Построить график функции у = а созх +В эшщ х, приведя 


ее к виду у = А зщ (х -— хо). 


Рассмотреть пример: и = 6 созх + 8 зщ х. 


Построить графики тригонометрических функций: 


288. у = соз х. 289. у= 4х. 
290. у = фах. 291. и = зесх. 
292. у = с5сх. 293. у = 8112 х. 
294. у = 3113 х. 295. у = сё? х. 
296. у= зп хз 3х. 297. и = +/созх. 


Построить графики функций: 


298. и = зп д?. 299. у=зш! 


х 


300. а) у = сз; бу=зшх-вшЕ. 
Хх 


$ 4. Графическое изображение функции 85 
= ет, = зес1 
301.а) у ее; 6) у зес-. 
302. ух (2+ мп =]. 303. и=+./1- х? зшл. 
х 
304. у= ах ь 305. у=е* соз х. 
306. у = +27`* /зшлх. 307. у= те" 
+х 
308. у = № (со х). 309. у = соз (ш х). 
1 
310. у= е8"х р 
Построить графики обратных круговых функций: 
311. у = ага х. 312. и = агссоз х. 
313. у = агсёе х. 314. у = агссёё х. 
315. у = агсяп — 316. и = агссоз : Е 
х 
317. у = агсс :. 318. у = агсаш (эт х). 
319. у = агсыш {(соз х). 320. у = агссоз (с08 х). 
321. у= агоа (45 х). 322. у = агозш (2 эт х). 
323. Построить график функции и = агсап у!, если: 
1-х 
аи =1-@®; ви = —; 
и 2 ) и: ТЕ. 
о 2. в 
О ли =е. 
324.1. Построить график функции и = агсёв у, если: 
1 1 
а) и: = 27; 0) = в) и, = шх; и = — . 
х зшх 
2. Построить графики функций: 
3 
аду = х? — 3х +2; бу =; 
2 Рак 
т: ру- а-=); 
зы (+; от 
д)у эт (5 м БЕ = 
жу= 1; ЗИ (4? — 35+ 2); 


0% 
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и) у = агсзп Ё — эт х] ;ки= аго[ + —5 Е =) ; 
ллу= Юн зщ х; м) у= (эт хх. 


325. Зная график функции у = Кх), построить графики функ- 
а) у= -Кх); 6) и= К-х); в) у= -/Сх); 
гу= Их - 2);  ду=ш Их - м); у= Ках); 
ж)уи= КЕх+Ь) (ЕО). 

326. Пусть 


т | при [| < 1; 
^^) = 10 при |х] > 1. 


Построить графики функций: 
и= 5х — 9 + +0] 


при = 0, Е =Т1иЁ=2. 
327. Построить графики функций: 


ау=2+ 1-х; бу=1-е*; 
в) и= ш (1-х); г) и = —агезя (1 +х); 


дду=З +2 соз 3х. 
328. Зная график функции у = К(х), построить графики 
функций: 


а)у= Их); би= 5 (И + Аа) зв) и = 1 (Их) - Иа}; 


Ви= 7 (>); ду= УКх); ед у= ш /(х); 
ж) у = ККх)); з) у = 551 Их); и) и = [1 (х)1. 
329.1. Пусть 


Кх) = (х - а) -х) (а<5). 


Построить графики функций: 


а)у= Их); бу- Ра; Бу; 
К(х) 
гу= 4/(х); дду=е/®; ед у= 18 Их); 
ж) у = агссфе {(х). 
2. Построить графики функций: 
а) у = агсзш [51 /(х)]; 6) у = агсаш [соз Кх)]; 
в) у = агссо$ [зш /(х)}} г) и = агссоз [соз /(х)]; 


д) у = агсёв [45 К(х)}, 
если: 1) (х) = х?; 2) Их) = 23. 


& 4. Графическое изображение функции 7 


330. Зная графики функций и = Кх) иу = &(х), построить гра- 
фики функций: 
а) у = (<) + &(х); 6) у= ИКх)в(х); в) у= КЕ(х)). 


Применяя правило сложения графиков, построить графики 
следующих функций: 

З81. у=1+х +=“. 332. у=(Х-+ И +(х- 1”. 

333. у = х + зщ х. 334. у=х + агс х. 


335. у = с0о5 х + 505 ах + р с0$ 3х. 


336. у зшх- ззт 8х + тт 5х. 

337. у = зп“ х + со5' х. 338. и= Ш -х ++. 
339. и= 1-х - 1-х. 

340. Построить графики гиперболических функций: 


а) и= сп х, где св х= : (2 +е*); 
б)у= зп х, где зв х= ь (2-е *); 


в) и= Вх, где Шх= ——. 


Применяя правило умножения графиков, построить графики 
функций: 


341. у= хзшх. 342. у=х соз х. 
343. у = х? 1? х. 344. у= и : 
1+х2 
345. у=е* соз 2х. 346. у= х зёп (зшт х). 
347. у = [хват дд. 348. у = с08 х ‹ з#п (зщ ^). 
349. Пусть 
_ [1-Ы, если х < 1; 
Их) = г если |х| > 1. 
Построить график функции у = Кх)Ка — х), если: 
а) а= 0; ба=1; в)а=2д. 
350. Построить график функции у=х + Их зёп (п пх). 
Построить график функции у = те ‚ если: 
351. Кох) = 2-х. 352. Кх) = х(1- ху. 
353. Кх) = з1ш2х. 354. Кх) = шх. 


355. /(х) = е* зшх. 
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356. Построить график сложной функции 
у= Ки), 
гден = 2 зп х, если 
—1 при —© <и<-1; 
Ки) = 3 ипри-1<и<1; 
}ф при 1 <и < +5. 


357. Пусть 


х, еслих < 0; 
х?, еелих 2 0.` 


обе = (+) и м =] 


Построить графики функций: 


а) у = ф[ф(х) т; 6) у= $[4(5); 

в) у= \9(х)]; г) у= \[у(х)]. 
358. Пусть 

-__ [1, если х|< 1; _ |2 - ^?, если |х|< 2; 

фея о если || >1 И у 12, если |х] > 2. 
Построить графики функций: 

а) у= $[$(х)]; 6) у= 9[4(5)]; 

в) у= \[$(х)]; г) у = \[4(5)]. 


359. Функцию /(х), определенную в положительной области 
х > 0, продолжить в отрицательную область х < 0 таким образом, 
чтобы полученная функция была: 1) четной; 2) нечетной, если: 
а) (х) =1-х; 6б)И=2х-х?; в) Кх)= Хх; 
г) Кх) =зшх; д) Ко =е’; е) /(х) = шх. 
Построить соответствующие графики функций. 
360. Определить, относительно каких вертикальных осей 
симметричны графики функций: 
2 1 1 
а) и = ах“ + 6х + с; б)и= = + —; 
у ; = их; 
в) и= мМа+х + №Ь-х (0<а<В; гу=а-+Ьсозх. 
361. Определить, относительно каких центров симметричны 
графики функций: 


а) у=ах + 6; бо. 
”. у сх+а 
гы 2 ь п 1 1 
в) у = ах® + 6х° + сх + а; = +; 
х-Е х-2 х- 


дду=1+ 35-9. 


$4. Графическое изображение фупкции 39 


362. Построить графики периодических функций: 
а) у = |9 х}; 6) у = 551 со5 х; 


= —лАх[о_х 
в у= К»), где (х) = А? =) 


если Ох х< [и Их +20 Е Кох); 
=. > х |. 
ру -2[5 |; 


д) у= (х), где (х) — расстояние от числа х до ближайшего 
к нему целого числа. 

363. Доказать, что если график функции и = Кх) (-©° < х < +05) 
симметричен относительно двух вертикальных осей х=аих=Ь 
(6 > а), то функция Кх) — периодическая. 

364. Доказать, что если график функции и = Кх) (-©0 <х< +05) 
симметричен относительно двух точек А(а, у.) и В©, иу,) (Б>а), 
то функция Их) есть сумма линейной функции и периодической 
функции. В частности, если у, = у|, то функция {(х) — периоди- 
ческая. 

365. Доказать, что если график функции и = ((х)} (-©° <х < +55) 
симметричен относительно точки А(а, у) и прямой х=фЬ (ха), 
то функция Их} — периодическая. 

366. Построить график функции у = К(х) (—©0 < х < +09), если 
Кх +) =2Кх) и Кх) = х(1 - х) при0<х<1. 

367. Построить график функции 

у= Кх) (С° <х < +05), 
если: 


Их = Их) + зшх и Ко-О0, приб<х<хл. 
368. Построить график функции у = у(х), если: 
ах =у- и; бух = 1-#. 


в х=и- Ши; г) х? = зщ у. 
369. Построить график функции у = у(х), заданных парамет- 
рически, если: 
аах=1-ь у=1-; 


бх=Е+Е, у=ё+ Е 


:’ Е 

в) х = 10 со; у= эт & (эллипс}; 

ГхЕ=спЬ иу= В Е (гипербола); 

д) х = 5 соз? В у=Зэш? В 

е) х = 2(1—- зп В; и= 2(1 - соз © (циклоида); 


ж) х= "М, у= УЕ +Т (> 0). 
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370. 1. Построить графики неявных функций: 
а) х? — ху + у? = 1 (эллипс); 
6) х* + уз -— Зху = 0 (декартов лист); 


в) х + Му = 1 (парабола); 
2 2 


г) х? + уз = 4 (астроида); 

д) 9 х = зшуи; 

е) соз (пх?) = соз (пи); 

ж) х' = у" (х> 0, и>0); 

я - [| =у- и. 
2. Построить графики неявных функций: 

а) пиш (х, у) =1; 6) тах (х, у) = 1; 

в) тах (|х|, У) = 1; г) пит (52, у) =1. 
371. 1. Построить графики функций г = (9) в полярной сис- 

теме координат (г, $), если: 
а) г = ф (спираль Архимеда); 


6) к= . (гиперболическая спираль); 


= _®_ (0< . 
в) г т (О <ф< +09); 


гу г= 2 (логарифмическая спираль); 
д) г=2(1 + с0$ 9) (кардиоида); 
е) г= 10 эп Зф (трехлепестковая роза); 
Ж) 72 = 36 соз 2 (лемниската Бернулли); 
г 
= (>И; 
и) ф = 21 эп г. 
2. Построить в полярных координатах /` и ф графики следую- 
щих функций: 


адф-4г-п; бог; во = 100. 


3. Построить в полярных координатах ги ф графики функ- 
ций, заданных параметрически (1 2 0 — параметр): 


а ф=1с057 &, б) 
ГРЕЗ г=1- 2-! соз 7 


о-ва 
ф=1 2 по, 


372. Приближенно решить уравнение 
хз - 3х +1=0, 


построив график функции у = 3 — 3х +1. 


$5. Предел функции 41 


Графически решить следующие уравнения: 


373. 3 -4х-1=0. 374. 4 -4х+1=0. 
315. х=2х. 376. в х= 0,1х. 
377. 10% = х?. 378.45 х=х (0<х<2м. 


Графически рептить системы уравнений: 
379. х+у2=1, 16+у=4. 
380. х2 + у? = 100, иу= 10(х*-х-2). 


$ 5. Предел функции 


1. Ограниченность функции. Функция /(х) называется ограничен- 
ной на данном промежутке (а, 6), если существуют некоторые числа т 
и М такие, что 


т Их) <м 


при х Ее (а, 6). 


„ЯМ {/(х)} = тах т называется нижней гранью функ- 


ции /(х), а число М, = зир {Кх)} = ша М называется верхней гранью 
ХЕ (а, 5) 


Число ту = 


функции Кх) на данном промежутке (а, 5). Разность Мо — то называется 
колебанием функции на промежутке (а, 6). 
2. Предел функции в точке. Пусть функция {(х) определена на мно- 
жестве Х = {х}, имеющем точку сгущения а. Запись 
ша /(х)=А (1) 
х-а 
обозначает, что для каждого числа Е > 0 существует число 8 = 85(=) > 0 
такое, что для всех х, для которых Кх) имеет смысл и которые удовлет- 
воряют условию 0 < [х —а| < 5, справедливо неравенство 
10) - А] <=. 
Для существования предела функции (1) необходимо и достаточно, 
чтобы для каждой последовательности х, а, ха (хх Е Х;упт= 1,2, 
...), было выполнено равенство 


Нт Их, =А. 
п-о 
Имеют место два замечательных предела: 
3 1 
эпх 


1) щи 8% -1 2) ци а+х) =е. 
х—0 х х-—0 


Критерий Коши. Предел функции К(х) в точке а существует тогда 
и только тогда, если для каждого & > 0 найдется 6 = 8(=) > 0 такое, что 


[/(х') — Их”) < &, 
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как только 0 < [х'’-а<б и0 < |5” -а| < 6, где х' и х” — любые точки 
из области определения функции {(х). 
3. Односторонние пределы. Число А’ называется пределом слева 


функции Кх) в точке а: 


А’= Ит } Кх) = Ка - 0), : 


х-а- 


если 
[^*- Кх) < при 0 <а-х<8 (2). 


Аналогично, число А” называется пределом справа функции Кх) в 
точке а: 


А”- Ит, Их) = Ка +0), 


х -а! 


если 
[А” - Кх)] <= при 0 <х-а< 8(2). 


Для существования предела функции [(х) в точке а необходимо и 
достаточно, чтобы 


Ка - 0) = Ка+о0.). 
4. Бесконечный предел. Условная запись 


Пт Их) = со 


ха 


обозначает, что для любого Ё > 0 справедливо неравенство: 


(<)| > Е, если только 0 < |х -а| < 6(Е). 


5. Частичный предел. Если для некоторой последовательности 
х, > а (х, 2 а) имеет место равенство 
Ни Их, = В, 
п-ю 
то число (или символ ©5) В называется частичным пределом (соответ- 
ственно конечным или бесконечным) функции Их) в точке а. 
Наименыший и наибольший из этих частичных пределов обознача- 
ются через 
Цт Их) и Ш Ко 
ха х—а 
и называются соответственно нижним и верхним пределами функции 
[(х) в точке а. 
Равенство 
Вт Кх)= Пт Кх) 
х-а ха 
необходимо и достаточно для существования предела (соответственно 
конечного или бесконечного) функции {(х) в точке а. 


$5. Предел функции 43 


381. Показать, что функция, определяемая условиями: 


Кх) = п, если х= ы 


где ти п — взаимно простые числа ип > 0, и 


Кх) = 0, если х иррационально, 


конечна, но не ограничена в каждой точке х (т. е. не ограничена 
в любой окрестности этой точки). 

382. Если функции К(х) определена и локально ограничена в 
каждой точке: а) интервала, 6) сегмента, то является ли эта 
функция ограниченной на данном интервале или соответственно 
сегменте? 

Привести соответствующие примеры. 

383. Показать, что функция 


2 
(х) = 1+х 
1+4 
ограничена в интервале —0°9 < х < +0. 
384. Показать, что функция 


(х) = 1 с0$ 1 
Хх Хх 
не ограничена в любой окрестности точки х = 0, однако не явля- 
ется бесконечно большой при х -* 0. 
385. Исследовать на ограниченность функцию 


/(х) = шх 3112 2 
Хх 


в интервале 0 <х < &. 
386. Показать, что функция 


Их) = 


1+х 


в области 0 < х < +5 имеет нижнюю грань т = 0 и верхнюю 
грань М = 1. 

387. Функция Кх) определена и монотонно возрастает на сег- 
менте [а, 6]. Чему равны ее нижняя и верхняя грани на этом 
сегменте? 


Определить верхнюю и нижнюю грани функций: 
388. /(х) = х? на [-2, 5]. 
389. /(х) = —1 


1+х 


5 на (-0°, +09). 
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390. /(х) = 


2% на (0, +05). 
+52 


1 
391. Кох т на (0, +09). 


392. (х) = эт х на (0, +59). 

393. /(5) = эт х + со5 х на [0, 2]. 

394. Ех) = 2* на (-1, 2). 

395. /(х) = [х]: а) на (0, 2) иб) на [0, 2]. 
396. /(х) = х - [х] на 0, 11. 


397. Определить колебание функции /(х) = х? на интервалах: 
а) (1; 3); 6) (1,9; 2,1); в) (1,99; 2,01); г) (1,999; 2,001). 


398. Определить колебание функции /(х) = агся : на интер- 


валах: 
а) (-1; 1); 6) (--0,1;0,1); в) (-0,01; 0,01); г) (-0,001; 0,001). 
399. Пусть Ш и М[Л — соответственно нижняя и верхняя 
грани функции {(х) на промежутке (а, 5). 
Доказать, что если {1(х) и [.(х) — функции, определенные на 
(а, 6), то 


тр, + 212 п] + т 
МГУ, + 2] < МО + М1. 


Построить примеры функций [1 (х) и /.(х), для которых в пос- 
ледних соотнощениях имеет место: 
а) случай равенства и 6) случай неравенства. 
400. Пусть функция /(х) определена в области [а, +55) и ог- 
раничена на каждом сегменте [а, 65]. Положим: п(х) = те КЕ), 
пс-х 


М(х) = о 


Построить графики функций у = т(х) иу= М(х), если: 
а) /(х} = эт х; 6) /(х) = сов х. 
401. С помощью «Е — д»-рассуждений доказать, что 


Пт х?=4. 


ха 


Заполнить следующую таблицу: 
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402. На языке «Е — 6» доказать, что 


; 1 
Ша ще = +. 
х-1 (1-х)? 


Заполнить следующую таблицу: 


Е 10 =" 1000 а 
5 


403. Сформулировать с помощью неравенств следующие ут- 
верждения: 
а) Па /(х)=6; 6) Цш Кх)=б; в Цш Кх=Ь. 
х—а х—а -0 х а +0 


Привести соответствующие примеры. 


Сформулировать с помощью неравенств следующие утверж- 
дения и привести соответствующие примеры: 


404. а) Пт Кх)=6; 6) Ши Кх)=6; в) Пт 1(х) =. 


405. а) Ш /(х) = 09; 6) ша Их) = —09; 
в) а Кх) = +00; г) т Бо , (х) = со; 
д) ^ Био ЖЕ ОЯ е) р Их) = +00; 
ж) Пт К(х) = ©0; 3) и 1(е) = —со; 


и) Иш Кх)= +0. 
х —а+0 


406.а) Иш /(х) = 05; 6) Ши /(х) = -©; 
в) а, а - г) ап Их) = ©°; 
д) Б Кх) = 09; е) "Бо. И(х) = +00; 
2) В, КЖ = 9; 3) Г, Их) = 00; 


и) Пт Кх) = +0. 


407. Пусть у = Кх). Сформулировать с помощью неравенств, 
что значит: 
ад у > ЬВ-0 прих —а; бу —>6-0 прих >а-0; 
в) у 6-0 прих —а+0; ду—>6+0 прих —>а; 
д) у —>6-+0 прих >а-0; еу—>6+0 прих >а+0; 
жду —Ь-0 прих —> 05; Зи —>6-0 прих > -©°; 
и) у —Ь- 0 прих > +59; юу—6+0 прих —* 05; 
л)у —>6+Оприх > -©; м)у—>Ь+О прих -* +55. 
Привести соответствующие примеры. 
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408. Пусть 
Р(х) = ах" + ах" 1+... +а,, 
гдеа, 1=0,1,..., п; п 2 1, а = 0) — вещественные числа. 


Доказать, что 
Шт |Р(х)| = +00. 
х >< 


409. Пусть 


ха, х”-1+...+а 
В(х) = И ИН 
ох" +Ь, хт-1+... +6, 
ге” 0ив 70. 
о 6 


Доказать, что 


со, если п > т; 


ао и 
аи ВОО =х, 5. ебли 
х— © 0 


0, еслил<т. 


410. Пусть 
Е(х) = Р(х), 
9(х)’ 
где Р(х) и ®(х) — многочлены от хи 
Р(а) = &«(а) = 
Какие возможные значения имеет выражение 
Пт Р(х) ? 
х>а ©(х) 
Найти значения следующих выражений: 
; 2—1 х?-1 х?-1 
411.а) Па —2 ; б) Цы 1 —_—_Щ—. 
и 2х2-х-1 о. 2-х-1 в 2-х-1 


412. Нт в. 


х-+0 


413. Пт пы в , 


х-—0 х?+х5 
414. Вт а (т ип — натуральные числа). 
х—0 
Аа в 2)(х-3)(х-4)(х- 5). 
з х — о (5х - 1) 


416 Пт (2х -3)20(3х+2)30 


х >< (2х + 1)50 
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417. 


418. 


420. 


422. 


424. 


425. 


426. 


427. 


428. 


429. 


430. 


ти (х+ 1) (хе + 1)... (х+1 | 


п+1 


> Кпх)"+ 1] 2 
: 2—5х+6 : хз—Зх+2 
а 419. На =. 
х-:3 Хх? -8х+15 х-1 44-4х+3 
ци #2 8+2 421. Ши 2-22-48 
х-1 5 -4х+3 ‘х-2 24-8х2+16 ° 
[т ЕЙ 423. На 2-2) _ 
1 х-2х-1° ‘ха (х3- 12х+ 16) ° 

ы 2 м п . 100 _ 9х + 1 
ее тЫ Е ы 
а х-1 Е 50 — 2х+1 
Ша = (ти л — натуральные числа). 
х 1 Хх”- 

п- ат) п-т т, 
Пт ыы: (п — натуральное число). 
х --а (х-а)? 
+1 Ш 

[т 6 (п — натуральное число). 
х-1 (х- 1): 
Пиз [= ый } (т ил — натуральные числа). 
х-1 1-х” Т-х" 
Вт [ х+ а + (= + ва) +... + (х + Иа). 
п < П п п п 


а, Н( + “) + (= Е а Е (= + | 


Указание. См. пример 2. 


431. 


432. 


я 1+ 32+ + (21-12 
по 22+42+..+(21)? ° 
и ([еенаки т 


п-® 


пз 4 


Указание. См. пример 3. 


433. 


434. Определить площадь криволи- 
нейного треугольника ОАМ (рис. 3), 


2 
в х 
ограниченного параболой у = (= ‚ осью 
а 


Ох и прямой х =а, рассматривая ее как 


предел 


прямоугольников с основаниями си 
п 


где п — ©. 


А Фен, 
п-® [1+4+7+..+(31-2)]2 


суммы площадей вписанных 


АТ 
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Найти пределы: 


435. Ит ны 436. п РЕЗЕРВЕ 


х- + Мх+1 | +  /2х+1 
437. шп 51+25-3. 438. Ша 2912%-8. 
х—-4  /Х-9 х—--8 24 3/х 
439. Пт а фа, 440. т 8, 
х>а /х2- а2 х—>3 х2- 
441. т, ба. 442. Пи ма. 
х—>- х — 16 х-4 
443. Ши 49+25-5 
х-—8 3/х- 
444. в ры (п — целое число). 
- 

445. ла ^ 1-25-52 - Ч +х) 446. пи 8+ 3-22 
х-0 х ь хо хх? 
дат. нп МХТ Ьх, 448. па МЕХ, 

ты даа 5—0 3/1 +х- 1-х 
Миа /х +20 Ме+20. 3 а 1+2 
449. Ша 5+2 Ух+ 450. по №8 4 
х—7 “/х+9- 2 х ›0 1- = 
й 2 
451. Ит 2 


Хх 5/1 +5х- (1+4). 
452. 1 а ИЕ Уь ря “1 +ВХ (т ип — целые числа). 


о 
т я 
453. Вы 1+ ВХ 1 (тип — целые числа). 
р 
454. Пусть Р(х) = ах + ах? +... тах"и т — целое число. 


Доказать, что йа ^^ т 


х—>0 Хх 


з 


Найти пределы: 


455.1. Пт 1 (т и п — целые числа). 
1х -1 
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456. Ци 


(1- 1 


457. Пт [Их+а)(х+Ь- 
хх +0 
458. Ши [Мени = 4). 
х— Е 
459. Шт х[ нах - 2х +х). 
{оо 


х— 


Пт | Е _ | 1+ 
х-а+о | Ух Ух МХ х Мх Я й 


461. Пт (= + х2+1 — 3/3 — х2+1 ) к 


х->> 
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> 


462. На АЕ +32 „/х2- 2х). 


и 2 2 
463. Шт д? те +1) - (х- 1. 


464. Пт 3? [Де +2 — 2 Ух+1 +№%}. 


х — +0 


465. Пт ‚ [АИх+а,).. (х+а,)- х]. 
466. Пт ЕЕ ие (п — натуральное число). 


х— +00 
467. пи САяТ+я Е "(п — натуральное число). 
х—0 


468. Изучить поведение корней х, и х. квадратного уравне- 


ния ах? +Ьх +с=0,у которого коэффициент а стремится к нулю, 
а коэффициенты Б и с постоянны, причем 6 > 0. 


469. Найти постоянные а и Ь из условия: 


ии (=! —ах- 5 = 0. 


хо 


470. Найти постоянные а, иб, (1=1, 2) из условий: 


Тат [еее ах - в) =0, 


х --< 


50 
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Найти пределы: 


471. ши У®5Х, 472. па эх. 


х -*0 Хх х-о 


ь | р 
473. Пт З\ЙХ. (тип — целые числа). 
хъп Зпих 


474. а) Пт 1 в05х, 6) Пт Шх, в) Пт х сфв 3х. 
х х-0 Х х—>0 


х—*0 
475. Пт Ее. 476. Вт зб х элЗх 
х—-0  9118х а не. — 
АТТ. Пт ее, 478. т 1+ зтх- созх | 
тео е х.-0 1+ трх - созрх 
479. пп 48 2х (7 ы —. 480. То (1 - 2) а 75. 
ип о 
4 


481. Доказать равенства: 
а) Пт эп х = эш а; 6) Шп со5х = со$ а; 
р вые: ха 


21-1 
2 


в) Пт {1 х=ша (ая лп=О0, +1, #2, ...). 


Найти пределы: 


482. п эх _ эта я 483. по со5х — соза, 
Я а х -а х-а 
484. Пт 8х ша . 485. Пт сих — сёга : 
ие 2-@ х—а х-а 
486. пп: 326% с зеса. 487. шп °93есх - созеса_ 
х ›а х-а И х-а 
АВ а аа зы 
‚Ниш - , 
489. Пти 503(9+22)- 2008(@+ х) + соза 
хо х2 . 
490: Ти Е бана 
х 0 х2 й 
491. Ши с2(а+2х)-2с&=(а-+х) +сша 
+0 х? я 
Зо Е а, 
| х -0 х о 


РЕ: я 
493. 1 2511 х+ эшх 1 Е 
т 251? х - Затх +1 

6 


494. ша Е 60856032 хсоз3х 
х—0 1- созх 


495. 


497. 


498. 


500. 


502. 


504. 


505. 


506. 


507. 


509. 


511. 


513. 


515. 


5197. 


519. 


520. 


$5. Предел функции 


5т(х _ = 
Ит ; 
я 1-2с08х ° 
3 


х- 


Вт 

х—0 х? 
ре 3 

ея 1 - сёЗх 


х- 


2 
ура ее 


п 2 сфих - сбеЗх 
4 


х—0 И] +хзшх- Исозх. 


р 11 — с 2 
Пт 1 ©0372 Е 


х—0 1- с08х 


496. 


(а-ху(а-х)- 42а 


499. 


501. 


503. 


м 1 созх,/с082х1/соз3х 


=—>0 х? 


и [т их+1 - п 5х}. 


№. = 609 


а) Шт и 


хо 2х 


х? 
п (78) 
хо 2х = 1 
; : 2пп 
и [58 } : 
п *> Зп +1 
. х-1 
Пт Е т") 
хо 2+1 


х-0 \ 2х? -Зх-2 
к 

т (24) : 

хо х-а 

Вт (1 + х2) 2х, 


х->0 


а) Нт ( нех) 


х-0 1+ зах 


. 1 
о [хе Е 
х-а ‘па 


1-д 
тт ;6) Ша ( 


2 но 1 
Пт к Е | 


2+ 


512. 


514. 


516. 


518. 


1+ хех В) Цт ( 


: 1+шх- Дуэт } Мих. 
[т у 

х—0 ха 

аа 5/608х- 3/со5х 


х- +0 12 х 


ТИ 1- /созх 
01 с03(./х). 


1-х 


их 


хх +1 


Ши [22 т +х 


х-т,0 

4 

5.2 х2 

Пт [= ый : 
хо — 2) 
На 5/1-2х. 
х—0 
Ви м 
жа Х+Ь> 


та (1+ чп лх)уИ Ех, 


х--1 


6) Ни Ех Е "2 =. 


х—0 


521. 


1+ зтх 


1 
51 [25% Й - 


х-0 ‘созах 


р 


== 
2+х 
3 


‚ба (Вже 


| 


| (а >0,а,>0). 
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522. па (45 ху 2, 523. ша (эт хе. 

„1 :- 

. п _ сих Е й 1 1 х 
524. Вт ЕЕ х) | 3 525. Шт, (ал Е + с05 : | 
526. ши &/соз Их. 527. Пт (===). 

х—>0 х-+ 2 — 
528. Пт с0з" >. 529. ви Их), 

по Ув х-—0 х 
530. Шт дтп (+ -Ш д]. 531. Вт ры (а>0). 

х = +00 х-а = 


532. Вт [вт т (х + 1) - а № д]. 533. Бы тебя О 
хую 


х-+ю Ш(хЮ+х+1)° 


534. Пт [в Е |. 535. по (+9). 
хо 1+ 1002 х—+ю (3+6?) 


536. пи Вал + М). 
а ША +4) 


537. Бла +) +10 (1 -2105х (50). 


я —0 й?2 
ши я ая] 
538. Пт — 539. Вт шпсозах 
х-0 эпёх х—>0 1с056х 


540. а) Пт Г АИ ЖЕ аа 6) Шт Ш(пх + 1 22). 
х-*0 


х+ 1-х? х*0 ш(х+ 1-х?) 
541. Нт 1 (а>0). 542. па 2“ (а>0). 
х—>0 х х>-а Х-а 
мы а 1 
543. Вт 21" (@> 0). 544. Вт (= Е 
х—а = х—0 
1 
545. а) Ви | 15, 6) ба (1+9 ао: 
х-:0 |] 4х.3”) ” х—0 1+ зш хсозВх ) 
в) Нп эщ(лх“). г) Вт 3112 (п. 27) | 
х-—1 Эп(пх8)” х—1 11[<0$(п.: 2*)] 
546. Шт "(1+ 1. бат. Пе, 
п-- 4 п х—0 зпах — зтВх 
у х“- аб з ах- а? 
548. Ша НТ (а>0). 549. Пт ть (а>0). 


О На" (450); 
в —0 Г 


$5. Предел фуикции 53 


551 Е (ха) и(хнь)* 


п-® (х+ачь)ах+а+ь 


552. Пт п(х _ 1] (х>0). 


по 


553. Пт п? Е - в (х>0). 


х>о 


554. Лии (А) (@>0,6>0). 
а 


по 


555. пп (+) (а>0,6>0). 


п-+ 0 


1 
556. ит (еее (а>0,6>0,с>0). 


х 0 


1 
И м 


ачб+с 


557. п 


х>0 


(@>0,6>0,с>0). 


; а + 5; 
558. Шт (Ре) (@>0,6>0). 


х->0 ах бх 


| ах? — Ь? 
тт 


(а>0,6>0). 


Ч 


560. Шт а @а-0). 


х 'а 
561.а) Ши №0+39, 6 ва Ша. 
х--ю Ш(1+12*) хотю Ш(1+72=) 


562. па ш(1+2) Ш (1 т =). 
х > + Хх 
563. Вт (1-х), 2. 

х—1 


564. Доказать, что Шт = =0 (а>1,птп>0). 
х-+® 


565. Доказать, что Шт о =0 (а> 1, Е>О0). 


х > +00 


Найти пределы: 


566.а) ни 02+), 6) пи 0+). 
х-0 Ш(х4 + е2х) х—> + ш(х4 +е?х) 


Бе: п. 
х—0 ш(х + +52) 
568. Вт [(х +2) Ш (х+2) - 2(х+ Ш (х+П+хёЫ < [. 
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569. 


570. 


571. 


572. 


573. 


575. 


576. 


577. 


578. 


579. 


580. 


581. 


582. 


583. 


584. 


585. 
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Вт | (х па): Ш Е] (а>,. 
+0 х 


х” ш= 
а 


Вт 
х-— +00 


(м ЕЕ ХТ). 
х+ 2-1 х-1 

Па хат 1. 

х—0 ех? 1 

Пт со5 (хет совет). 


х->0 хз 


х2+1 


13 (ет Е т т 


х—0 


Па И (10,8 >0). 


т (1 - з111° х)(1 — зшВх) 


а) Пт Вх, 6) Ша свх-1, 
х>0 Хх х—0 Хх? 

в} Ши а (см. пример 340). 
ЕН 


131 з12х 
в) х — ш(сЬ3х) 


6) Шт зв ххх 


(см. пример 340); 


х > + спх 
а) Шт эх — зва 6) Ит сых -— спа 
х—>а х-а х—а х-а 
‹ В ял2х _ озшх 
а) Шт (х-Шенх); 6) В 
хо х--0 ®х 
м 
п 
св 7 
Нат 
п | 06 
п 
111 агсэшт Е 
х-—0 1+х 
Пт агссоз 2 4х - х) р 
х— + 
От агофе -4 
х>2 = г. 
Ил агссёе 


Е т 
8 агс (х + й) - агЕх 


в —0 Го 


дх 
574. Вт (2-х) 2. 


в) Пт ]Лпейх 


х-0 шсозх 


$5. Предел функции 


Е 
ВО а 
х-.0 агсёа(1+х) - агс48 (1-х) 
| [ а 
ов т В (+ +х ь 4 2п ] 
; д _ х 
588. Шт, х (1 агсе = т Е 


589. 


590. 


591. 


592. 


598. 


594. 


если 


595. 


596. 


5997. 
598. 


599. 


Пт х|” — агсэт В 
вю |2 Их +1 


т Е р ее, 
п>о п 
Вет 
а) 1110 а =, 6) Па хшх. 
х.-0 х100 х-. #0 
а) Пт [Ме +х ==} 6) Иш (./х2+х -х). 
х—>- \ х 21 
а) Пт (хх? - Л -х+х?); 


6) Пт (И +х+ х2 - Л -х+л?). 
х-+о 


Найти 
й= Ша Кх) - Вы Их), 
х > +00 х--< 
и, 
хх + 6? 
а) Пт агсё 1; 6) Иш агс%е ааа 
х— 10 1-х х—1+0 1-х 
а) Пт 1 т; 6) Пт 
х--— - х -*+0 = 
1+е* 1 +е* 
а) Вт № +”); 6) па ЕО. 
х—-ю х х- тс х 
Доказать, что: 
а) неро при х > 09; 
1+х 


6) 2х 52-0 при х —* +00. 
1+х 


Доказать, что: 
а) 2” 1-0 прих — -0; 
6) 2 1+0 при х —> +0. 
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600. Найти (1), /(1-0), (1-0), если Кх) = х + [х]Р. 
601. Найти Кл), Кт- 0), Кпт +0) (п= 0, +1, ...), если Кх) = 
= зип (5 лх). 


Найти пределы: 


602. ии х |соз1. 603. ит х[ |. 
х—0 х х—0 ра 


604. 111 эт (лу +1 ] . 605. В эп? (п/п2+л). 


п-о п-© 


606. Пт япоэш... зщх. 
по 
п раз 


607. Если Пт Ф(х) =Аи Пт ©(х) = В, то следует ли отсюда, что 
х>а х>А 


Шт \/(Ф(х)) = В? 


Рассмотреть пример: $(х) = Е при х = г гдерид — взаим- 
нопростые целые числа и ф(х) = 0 при х — иррациональном; 
\и(х) = 1 прих 7 би\(х) = 0 при х = 0; причем х >> 0. 

608. Доказать теоремы Коши: если функция /(х) определена 
в интервале (а, +50) и ограничена в каждом конечном интервале 
(а, 6), то: 


а) Пи г = Ци Шо - Их} 


6 Шт (оо = Вт ВЮ (/)>С>0, 


предполагая, что пределы в правых частях равенств существуют. 
609. Доказать, что если: а) функция (х) определена в области 
х > а; 6) ограничена в каждой конечной области а <х <; 


в) Шт [Их + И) - Их] = ©°, то 


уве О со, 


х-+® Х 


610. Доказать, что если: 1) функция Кх) определена в облас- 
тих > а; 2) ограничена в каждой конечной области а<х < в; 
3) для некоторого натурального п существует конечный или бес- 


конечный предел 
на: ДОЗАХ 5 


то 


щи 209 = 


хочю 1 П+1” 


85. Предел функции 57 


611. Доказать, что 


: 2 
а) п (1+2) = е*; 6) Пи. (на +1] 0%. 
п- © п п -> 2! 
612. Доказать, что 
Пт п эп (Флем!) = 2л. 
по 
Указание. Использовать формулу (*) примера 72. 


Построить графики функций: 


613.аау=1- х100; б)у= Ша (1-х2”) (-1%х<1. 
по 
а х100 . —_ а хп 
614.а) у т (х2 0); бу= Пи, ты (х 20). 


615. у= Пт Е (хт 0). 


пех хх" 


616. у= Пт ж+. 


п. х п? 


617.у= Нш МТ+х" (20). 


по 


618. и = Вл. „1+ х” *( 


п+2 
619. у= Па —___ (20 
п> © ну дей х2т 
620. а) у = 3111090 х; б)у= ша эш?х. 
621.и= Шо "+ ") (х>0). 
л-о п 


622.у= Пш (х- 1) ато х". 


> 


623.у= Вы УТ че"е+0. 


по 


а ре. Пр 
624. а) у= Ши т; б) у Вт Ш. (>0). 


ха?" т + 
625.алу= Пт ——_— (х20)}; 
п я = +1 
б)у= Ш хэлп [5112 (п!лх)}; 


в) построить кривую 


Вы Ух +" =Т. 
п-о 
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626. Асимптотой (наклонной) для кривой и = Кх) называет- 
ся прямая у = #х + 6, для которой 


Нт [ИКх)- (Ех + 6)] =0. 
х— о 
Используя это уравнение, вывести необходимые и достаточ- 


ные условия существования асимптоты. 
627. Найти асимптоты и построить следующие кривые: 


А а И . 
и! б)у= ух? +х; 
ву 1/2; и 


д) у = ш (1 +е*); еу=х+ агссоз Г. 
х 


Найти следующие пределы: 


628. па | и ы | 
по | (П+Т! (п+2)! (2п)! 
629. Нш [(1+х)@а + х)Я + =“)... (1 + х"], если | <1. 
> 
630. Им (со Х со5 * ... с0$ =). 
п-® 2 4 РА 
631. Пусть 
Вт Е лы 1, 
=—0 (Хх) 


где \у(х) > биаи, > 0 (т=1,2, ...) при п — ©0, т.е. [аи < & при 
т=1,2,... ил > М№(Е). 
Доказать, что 


Пт, [Ф(о „) + Ф(оь„) +... + Ф(а„„)] = 
— Вл. Ибо) + ЧИ, + =. + а, (1) 


предполагая, что предел в правой части равенства (1) существует. 


Пользуясь предыдущей теоремой, найти пределы: 


| п Е = , п | ва 
632. ат, р (1+^ 1). 633. Пат, р (в: =). 
п *. 
634. пы У (2 ь :] (@>0). 
А 
635. Вт (2 + =) 636. п п соз 
бр &=1 Г И Е=1 пуп 
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637.1. Последовательность х„ задана равенствами: 


х, = а, х. = ча+ ма, = Ча+ма+а,... (@а>0). 


Найти Вт х,. 


л>-©® 
2. Последовательность х„ задается следующим образом: 
х=0, х.=Т, 
1 
х„ = 2 (Хи -1 +х,-2) (П=2О, 3, ...). 


Найти На х,. 


п.о 
3. Последовательность у, определяется с помощью последо- 
вательности х, соотношениями: 


У = о, УХ, - Ч -1 (п=1, 2, ...) 


где |0] < 1. Найти Нш х„, если Вш у, =6. 
> со 


Е по 
4. Последовательность х„ определяется следующим образом: 


1 
=1, = не: 
и. ь 1+. _1 и ) 


Найти Пт х,. 


п-о 


Указание. Рассмотреть разности между х, и корнями уравне- 
1 


ния х= —. 
1+х 


638. Последовательность функций 
у, = у,(х) (0<х<И 


определяется следующим образом: 
2 


—_ ди. Е | 
ади-ь, Шо - И" (п=2,3,...); 


биёя, их + 91 (п-2, 3, ...). 


Найти Вт у,. 
639. 1. Пустьх > бии, = и, _1(2-ху,_) П=Т,0,...). Дока- 
зать, что если у; > 0 (1 = 0, 1), то последовательность у, сходится и 


Вт У. 


во 


1 
Указание. Изучить разность - -у,. 
х 
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2. Для нахождения у = Мх ‚ гдех > 0, применяется следую- 
щий процесс: ис > 0 — произвольно, 


у, = ры - } (п=Т, 2, аа 
2 у 


Яп-1 


Доказать, что Ши у, = МХ. 


п -— © 


Указание. Использовать формулу 


у,- Хх | (п>1). 


р 
640. Для приближенного решения уравнения Кеплера 
Х-ЕЗШхХ=т (0<Е< | (1) 
полагают 
х=т, Хх = ТЕЗ хо, ... д ЕТ-НЕЯМ х,-1. ... 


(метод последовательных приближений). 
Доказать, что существует & = т х,и число 6 является един- 


п->> 
ственным корнем уравнения (1). 
641. Если «Р] есть колебание функции {(х) на сегменте 
&-Е < В (в > 0), то число 


[1] = т [7] 


называется колебанием функции Кх) в точке &. 
Определить колебание функции [(х) в точке х = 0, если: 


а) {(х) = эт | 6) /(х) = 5 со? ‚ ; 
в) /(х) = х(2 + эт :) } г) Кх) = ы агс4 8 : | 
ду о = В е) Их) = Е; 

1 +е* 


нь 


жк) Их) = (1+1) 


642. Пусть Их) = &п =. Доказать, что, каково бы ни было 


число ©, удовлетворяющее условию -1 < 4 < 1, можно выбрать 
последовательность х, -*0 (п=1, 4, ...) такую, что 


Вт Их, =а. 
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а А ЕО: КЗ де ое ЕЕ 
643. Определить 


1= Ш Иж) иЁ = В 9), 


х—0 
если: 


а) /(х) = э12 ТВ агс1е 1; 6) /(х) = (2 - ^^) соз 1, 
х х х 


в) {(х) = ( + со52 :)" т 
644. Определить 


[= Нш Их) и Г= Ша Их), 


хх 


если: 
а) /(х) = чп х; 6) /(х) = х? соз? х; 
эзтх? 
в) (х)=2 ; г) Их) = ттьтах (= 20). 
+ Хх" 5117 Х 
$6. О-символика 
1. Запись 


ф(х) = О(у(х)) прихЕХ 
обозначает, что существует постоянная А такая, что 
(х)! < А\(х)| дляхЕХ. (1) 
Аналогично пишут 
<(х) = О((х)) — прих->а, (2) 


ссли неравенство (1) выполнено в некоторой окрестности И, точки 
а (ха). В частности, если у/(х) = 0 при х ЕЦ) (х а), то соотношение 
(2) заведомо имеет место, если существует конечный Ит и = 0. 
х-а1у(х 
В этом случае будем писать Ф(х) = О*(уи(х)). 
Если 
Пт 9 (2) = #0 (р>0), 
0х 


х--0 


то 9(х} называется бесконечно малой порядка р относительно бесконеч- 
но малой х. Аналогично, если 


Нт и =Е#о (р>0), 
Хх. 


хо 


то \у(х) называется бесконечно большой порядка р относительно беско- 
нечно большой х. 
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2. Запись 
ф(х) = о(и(х)) при х—>а 
обозначает, что 
ф(х) = абх)уу(х) (х ЕЦ, ха), (3) 
где 0/(х} — 0 при х —* а. Если \(х) * 0 прихЕЦИ,, х ха, то равенство (3) 
эквивалентно утверждению 
т ОВ 0. 
х -а (хх) 
8. Функции Ф(х) и у(х) называются эквивалентными ($(х) = у(х)) 
при х — а, если 
Ф<(х) - у(х) = о(у(х)) при х > а. (4) 


Если \у(х) 7 0 прихе0,, ха, то из (4) имеем 


Пт (=) = 1. 


х-—а ли(х) 


а’ 


При х -> 0 справедливы следующие соотношения эквивалентности: 
зтх-х; Шшх-х; а*-1-хша(а>0); 


ШИ +х-х; МИ+х) -1- ыы 
п 
Вообще 
$(%) + о(Ф(х)} — Ф(х). 
При нахождении предела отношения двух бесконечно малых (или 


бесконечно больших) функций, если х — а, данные функции можно 
заменять эквивалентными. 


А, С В, 645. Считая центральный угол АОВ = х 
РГ (рис. 4) бесконечно малой 1-го порядка, опре- 
А В — делить порядки малости следующих величин: 


а) хорды АВ; 6) стрелки СР; в) площади секто- 
ра АОВ; г} площади треугольника АВС; д) пло- 
щади трапеции АВВ, А/; е) площади сегмента 


АВС. 
О 646. Пусть о(/(х)} — произвольная функ- 
я ция, имеющая при х -—> а более низкий поря- 
ис. 


док роста, чем функция {(х), иО(Кх)) — любая 
функция, имеющая при х -^ а тот же порядок роста, что и функ- 
ция Кх), где Кх) > 0. 
Показать, что: 
а) о(о(1(х))) = о(Кх)); 6) О(о([(х))) = о(К(х)); 
в) о(О([(х)}} = о(Кх)); г) 0(0(())) = О(Их)); 
д) О([(х)) + о(((х)) = О(Кх)). 
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647. Пусть х —* дип > 0. Показать, что: 
а) СО(х”) = О(х") (С 20 — постоянная); 
6) О(х”) + О(х”) = О(х”) п<т); 
в} О(х")О(х") = О(х" 1”). 
648. Пусть х — +09 ип > 0. Показать, что: 
а) СО(х") = О(х"); 
6) О(х”) + О(х") = О(х") (п>т); 
в) О(х")О(х") = О(х"*”). 
649. Показать, что символ - обладает свойствами: 
1} рефлективности: ф(х) - ф(х); 
2) симметрии: если ф(х) - \(х), то \и(х) - Ф(х); 
3) транзитивности: если ф(х) — ((х) и\у(х) - х(х), то ф(х) = Х(х). 


650. Пусть х —> 0. Доказать следующие равенства: 
3 
а) 2х — х? = 0(х); бухзы Е =0( 2); 


в) х эп : —- 0); г) шх= °( :. (Е> 0); 


хе 
д) уху ох - 8х; е) аго 2 = 00); 


ж) (1 +х)" = 1+ пх + 0(х). 
651. Пусть х > +00. Доказать следующие равенства: 


а) 22 — 3х2 +1 = 0(%?); т -=0(1); 
х+1 х 
2: Е 2. агоех _ 1\. 
в) х + хх’ зшх = О(х°); ея (1); 
1+х2 х? 
д) шх = 0(х5) (Е> 0); е) хРе`* = ‹(-) ; 


ж) Ихеух+ох - Их; 3) Хх? + х Ш х- ха, 
652. 1. Доказать, что при достаточно большом х > 0 имеют 
место неравенства: 
а) х? + 10х + 100 < 0,001х3; 6) 111099 х< Ух; 
в) х1бех < е2х. 
2. Доказать асимптотическую формулу 


мх?+рх + и +0(1 


прих > +0. 
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653. Пусть х — 0. Выделить главный член вида Сх” (С — по- 
стоянная) и определить порядки малости относительно перемен- 
ной х следующих функций: 


а) 2х - 3х3 + х°; 6) /1+х - 1-х; 
в) /1-2х — 1 - 3х; г) {4 х- чих. 


654. Пусть х —* 0. Показать, что бесконечно малые 
1 


а) х) = 5; 6) Ко =е я 


не сравнимы с бесконечно малой х” (п > 0), каково бы ни было 
п, т.е. ни при каком п не может иметь место равенство 


Ит д =), где к — конечная величина, отличная от нуля. 
х-0 Х 

655. Пусть х -> 1. Выделить главный член вида С (х - "и 
определить порядки малости относительно бесконечно малой 


х - 1 следующих функций: 


а) хз — 3х +2; 6) 1-х; в) шх; 
г) -е; д) х’ -1. 

656. Пусть х -> +с0. Выделить главный член вида Сх” и оп- 
ределить порядки роста относительно бесконечно большой х сле- 
дующих функций: 

а) х? + 100х + 10 000; 6) 


2х5 я 
хз-3Зх+1’ 


в) З/х?-х + МХ; г) /1+/1+ ИХ. 


п 
657. Пусть х — +5. Выделить главный член вида (1) 
х 


определить порядки малости относительно бесконечно малой 


И 


следующих функций: 


И 6) /хЕЕ- Хх; 


х4+1’ 


в) /х+а — 2х + их; р эт. 
Хх х 


658. Пусть х —>› 1. Выделить главный член вида <(-") и 
ть 


определить порядки роста относительно бесконечно большой 
1 $ 

т следующих функций: 

е 


х? 1+х х 
а) ——-; б } | 
1 = ив 
1 
д) шх 
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659. Пусть х —* +50 и р(х) = х" (п=1,2,...). Доказать, что: 

1) каждая из функций {/(х) растет быстрее, чем предшест- 
вующая функция [, _ 1(<); 

2) функция е* растет быстрее, чем каждая из функций {[,(х) 
(п= т, 2, ...). 


660. Пусть х — +00 и [,(х) = Мх (п=1,28,...). Доказать, что: 

1) каждая из функций {,(х) растет медленнее, чем предшест- 
вующая функция },_1(х); 

2) функция Кх) = ш х растет медленнее, чем каждая из функ- 
ций [,(х) (п=1,2,...). 


661. Доказать, что, какова бы ни была последовательность 
функций 


[1(х), [2(х), -.., их), ... (хо < х < +05), 


можно построить функцию Кх), которая при х -> +60 растет бы- 
стрее, чем каждая из функций [,(х) (п=1,2, ...). 


$ 7. Непрерывность функции 


1. Непрерывность функции. Функция /(х) называется непрерывной 
при х = х, (или в точке хо), если 


Шт Ко) = Ах), 


т.е. если функция /(х) определена при х = ху и для каждого & > 0 су- 
ществует 6 = 5(&, хо) > 0 такое, что при |х - х.| < 8 для всех значений 
Кх), имеющих смысл, выполнено неравенство 


|) — Локо) < =. 


Функция Кх) называется непрерывной на данном множестве 
Х = {х} (интервале, сегменте и т. п.), если эта функция непрерывна в 
каждой точке множества Х. 

Если при некотором значении х = ху, принадлежащем области оп- 
ределения Х = {х} функции Кх) или являющемся предельной точкой 
этого множества, равенство (1) не выполнено (т. е. или (а) не существует 
число (хо), иными словами, функция не определена в точке х = ху, или 
(6) не существует Нш Кх), или (в) обе части формулы (1) имеют смысл, 

х> о 
но равенство между ними не имеет места), то х, называется точкой раз- 


рыва функции Кх). 


66 РАЗДЕЛ Г. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 


Различают: 1) точки хо разрыва первого рода, для которых сущест- 
вуют конечные односторонние пределы: 


Кио -0) = Вт) и Кь +0) = Шт, И) 


и 2} точки разрыва второго рода — все остальные. Разность 
Ихо + 0) - хо - 0) 
называется скачком функции в точке хо. 
Если выполнено равенство 
хо — 0) = Кл +0), 
то точка разрыва х, называется устранимой. Если по меньшей мере 
один из пределов Кхь - 0) или Их, + 0) равен символу ©, то ху назы- 


вается точкой бесконечного разрыва. 
Если выполнено равенство 


Кхо — 0) = Их) — (мли Кхо + 0) = Кх)), 
то говорят, что функция (хо) непрерывна слева (справа) в точке х.. 
Для непрерывности функции Их) в точке ху, необходимо и доста- 
точно равенство трех чисел: 


Кхо — 0) = Ихь + 0) = Кхо). 


2. Непрерывность элементарных функций. Если функции К(х) и 
&(х) непрерывны при значении х = ху, то функции 


а) (х) + в(х); 6) /(х)в(х); в) И (&(хо) = 0) 


также непрерывны при х = ху. 
В частности: а) целая рациональная функция 


Р(х) = в-+а:х+... Нах" 
непрерывна при любом значении х; 6} дробная рациональная функция 
ас+ах+... ах” 


В(х) = 
(а боб х+... +В ых" 


непрерывна при всех значениях х, не обращающих знаменателя в нуль. 

Вообще основные элементарные функции: х", эш х, с05 х, 4х, а*, 
]ой, х, агсз1ш х, агссов х, агсёе х, ... непрерывны во всех точках, где они 
определены. 

Более общий результат следующий: если функция {(х) непрерывна 
при х = хо и функция &(у) непрерывна при у = Кхо), то функция &(Кх)} 
непрерывна при х = ху. 

3. Основные теоремы о иепрерывных функциях. Если функция /х) 
непрерывна на конечном сегменте [а, 65], то: 1) Кх) ограничена на этом сег- 
менте; 2) достигает на нем своей нижней грани т и верхней грани М (тео- 
рема Вейеригтрасса); 3) принимает на каждом интервале (а, В) С [а, 6] все 
промежуточные значения между (о) и КВ) (теорема Коши). В частности, 
если (о) В) < 0, то найдется значение у (© < у < В) такое, что Ку) = 0. 
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662. Дан график непрерывной функции у = Кх). Для данной 
точки а и числа Е > 0 указать геометрически число 6 > 0 такое, 
что |/(х) — Ка) < Е при [х — а| < 8. 

663. Требуется изготовить металлическую квадратную плас- 
тинку, сторона которой ху = 10 см. В каких пределах допустимо 
изменять сторону х этой пластинки, если площадь ее у = х? 
может отличаться от проектной уу = 100 см? не больше чем: 

а) на+1 см?; 6) на+0,1 см?; в) на+0,01 см?; г) на + (см?}? 

664. Ребро куба заключается между 2 ми Зм. С какой абсо- 
лютной погрешностью А допустимо измерить ребро х этого куба, 
чтобы объем его у можно было вычислить с абсолютной погреш- 
ностью, не превышающей Е м3, если: 

а) = = 0,1 мз; 6) == 0,01 мз; в) Е = 0,001 м?? 

665. В какой максимальной окрестности точки х, = 100 ор- 
дината графика функции у = Ух отличается от ординаты у) = 10 
меньше чем на Е = 10" (п > 0)? Определить размеры этой окрест- 
ности при п = 0, 1, 2, 3. 

666. С помощью «Е - 6»-рассуждений доказать, что функция 
Их) = х? непрерывна при х = 5. 

Заполнить следующую таблицу: 


667. Пусть Кх) = ь иЕ= 0,001. Для значений ху = 0,1; 0,01; 


0,001; ... найти максимально большие положительные числа 
5 = 5(&, хо) такие, чтобы из неравенства |х — х‹| < 5 вытекало бы 
неравенство |/(х) — /(х,)| < 5. 

Можно ли для данного Е = 0,001 выбрать такое 6 > 0, которое 
годилось бы для всех значений ху из интервала (0, 1), т. е. такое, 
что если |х — х,| < 5, то [/(х) — Кхо)| < Е, каково бы ни было значение 
ХЕ (0, 1)? 

668. Сформулировать на языке «Е - 6» в положительном 
смысле следующее утверждение: функция /х), определенная в 
точке ху, не является непрерывной в этой точке. 

669. Пусть для некоторых чисел = > 0 можно найти соответ- 
ствующие числа 8 = 8(&, хо) > 0 такие, что |{(х) — Кхо)| < &, если 
только |х — ху < 8. 
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Можно ли утверждать, что функция /(х) непрерывна в точке 
хо, если: 
а) числа Е образуют конечное множество; 
6) числа Е образуют бесконечное множество двоичных 


дробей = = = (п=1,2, ...). 


670. Пусть дана функция 
Ех) = х + 0,001[х]. 


Показать, что для каждого = > 0,001 можно подобрать 
5=5(Е, х) > 0 такое, что |/(х’) — /(х)| < Е, если только |х’ - х| < 5, 
а при 0 <=< 0,001 для всех значений х этого сделать нельзя. 

В каких точках нарушается непрерывность этой функции? 

671. Пусть для каждого достаточно малого числа б> 0 су- 
ществует Е = (6, ху) > 0 такое, что если [х — хо| < 8, то выполнено 
неравенство |{(х) -— /(хо)| < Е. Следует ли отсюда, что функция Кх) 
непрерывна при х = хо? Какое свойство функции {(х) описыва- 
ется данными неравенствами? 

672. Пусть для каждого числа => 0 существует число 
5 = 5(Е, хо) > 0 такое, что если |/(х) — [(хо)| < Е, то |х — х| < 8. Следует 
ли отсюда, что функция /(х) непрерывна при значении х = ху? 
Какое свойство функции описывается этими неравенствами? 

673. Пусть для каждого числа б> 0 существует число 
Е=Е(5, хо) > 0 такое, что если |/(х) — (хо) < Е, то [х — ху < 8. 

Следует ли отсюда, что функция Их) непрерывна при х = ху? 
Какое свойство функции К(х) описывается данными неравенствами? 

Рассмотреть пример: 


= — х, если х рационально, 
п - агсёс х, если х иррационально. 


674. С помощью «Е - д»-рассуждений доказать непрерыв- 
ность следующих функций: 


а) ах +5; 6) х°; в) хз; 
г) /х; ДЗ: е) зп х; 
ж) созх; 3) агсфй х. 


Исследовать на непрерывность и изобразить графически сле- 
дующие функции; 
675. /(х) = |. 
х?-4 
— —- еслих=а; 
676. Кх) =з х-2 
А, еслих=2. 
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еее 


1 
т. = ———_, я — и а: 
6 Их) а т ху если х 1и К 1) произвольно 


678. а) 11(х) = ЭТ Х|, еслих*0и 1:(0) = 1; 


6) (х) = тт, если х * би /,(0) = 1. 


679. 1(х) = эт ., если х = 0и (0) — произвольно. 


680. /(х) = хэт ь ‚ еселих *0и КО) = 0. 


1 


681. (х) =е * , еслих ди КО) = 0. 
682. /(х) = 


— › если х я Ти К!) — произвольно. 
1+ех -1 
683. (хх) = х ш х?, еслихя0и КО) =а. 
684. /(х) = зп х. 

685. Е (х) = [х1. 


686. /(х) = „Их - [МХ]. 


Определить точки разрыва функций и исследовать характер 
этих точек, если: 


им _ 1+х 
687. у (+ж° 688. у т: 
1__1 
РЕ ЩДх_х+1 
689. у а 690. у г 
х-1 х 
и: _ Ш -созлх 
691. и а 692. у о т. 
693. у = со? ее 694. у = зп (5 " | 
Хх х 
соз 7 1 
695.у= —*^. 696. у = агс+в -. 
с0о5- ы 
1 х+1 
697. у= Их агсёе к. 698. у=е * 
22 (. 1 
699. у ее 700. у ЕЯ 
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Исследовать на непрерывность и нарисовать эскизы графи- 


ков следующих функций: 


ТО1. у = 551 (31 х). 102. у=х- [<]. 
703. у = хх]. 704. у = [х] шп лх. 
ЕНЬЙ са 2 а 1 
705. у = х? - [х?]. 706. у Г. |. 
Е ыы 1 
707. у= «||. 708. у = зп (оз : 
ав ш ® = се П 
709. у= [= $21 (ап = | 710. у= сё = 
711. у= зес? .. 712. у= (-1)7, 
713. у = аге (1 + т. + =) 
х-1 х-2 
= 1 1 
714. у м." 715. у Е 
1 
о: х2 А 
716. у= Ш ЕТ 717. у=ех. 
Е 
718. у=1-е*? 719. у= № 2. 


Исследовать на непрерывность и построить графики следую- 


щих функций; 


120. у= Ц (х>2 0). В 
а-сх 1+4" п- о ПП 
722. у= Пы 1 +х?”. 723. у= Ша с03?" х. 
Иа п -— © 
724. у= | НЕЕ: ИНН ие | 
. а 1+ (29тх)2” 725. у Пит [с агсёЕ (п се д] 
726. у= Шт Я, 727.,= пп Ма +. 
п>® 1 +е7х 1—+ю ш(1+е/) 


728.у= Им От, 
+ +0 
729. Определить, является ли непрерывной функция: 
<х< 
Кх) = 2х, если0<х<1, 
2-х, если 1 <х<2. 
730. Пусть 


е ех, еслих < 0, 
Кх) = 1а + х, еслих> 0. 


При каком выборе числа а функция /(х) будет непрерывной? 
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731. Исследовать следующие функции на непрерывность и 
выяснить характер точек разрыва, если: 


х? при0<х<р, 
а) Кх) = 12 хпри1<х<2; 
х при |х| < 1, 
6) =) = 11 при |] > 1; 


с05 "5: при [х| < 1, 


в) /(х) = 
х - 1 при д] > 1; 
сё? пх для нецелого х, 
г) /(х) = 1 0 : 
| для целого х; 
эп лх для рационального х, 
д) 1%) = 10 
для иррационального х. 


732. Функция а = а(х) представляет собой кратчайшее рас- 
стояние точки х числовой оси Ох от множества точек ее, состоя- 
щего из отрезков 0 < х < Ти < х < 3. Найти аналитическое 
выражение функции 4, построить ее график и исследовать на 
непрерывность. 

733. Фигура Е состоит из равнобедрен- 
ного треугольника с основанием /[ и высо- 
той Ги двух прямоугольников с основа- 
ниями [1 каждый и высотами, равными 2 
и3 (рис. 5). Функция $ = 5(у) (0 <у<+05) 
представляет собой площадь части фи- 
гуры Ё, заключенной между паралле- 
лями У = би У= у, а функция 6 = 6(у) 
(Озу< +559) есть длина сечения фигуры Е 
параллелью У = у. 

Найти аналитические выражения функций $5 и 6, постро- 
ить их графики и исследовать на непрерывность. 

734. Доказать, что функция Дирихле 


Рис. 5 


Х(х) = Шт 1 Ш со5" (ппих) 


разрывна при каждом значении х. 
735. Исследовать на непрерывность функцию 


Их) = хХ(х), 


где х(х) — функция Дирихле (см. предыдущую задачу). Постро- 
ить эскиз графика этой функции. 
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736. Доказать, что функция Римана 


т 
Их) т ‚если х = — ‚ гдети п взаимно простые числа, 
== п п 


0, если х иррационально, 


разрывна при каждом рациональном значении х и непрерывна 
при каждом иррациональном значении х. Построить эскиз гра- 
фика этой функции. 

737. Исследовать на непрерывность функцию [(х), заданную 
следующим образом: 


Их) = 


пх 

+1’ 

если х есть несократимая рациональная дробь — П2Т),и 
п 


Кх) = |, 
если х — иррациональное число. Построить эскиз графика этой 
функции. 
738. Функция [(х) = 


ты сов определена для всех значений 
х 
аргумента х, кроме х = 0. Какое значение следует приписать 
функции /(х) в точке х = 0, чтобы эта функция была непрерыв- 
ной при х = 07 

739. и что при любом выборе числа (1) функция 


Е(х) = — ; будет разрывна прих = 1. 


и а [(х) теряет смысл при х = 0. Определить число 
КО) так, чтобы /(х) была непрерывна при х = 0, если: 


— /1+х-Т. б _ 2х 
а) /(х) т, } 1(х) : 
в) 2) = вт хз 1; ОЕ 
ыы 
д) [(х) = =. е =; е} /(х) = х* (х> 0); 


ж) /(х) = х Ш? х. 
141. Обязательно ли будет разрывна в данной точке х, сумма 
двух функций {/(х) + 5(х), если: 
а) функция {(х) непрерывна, а функция &(х) разрывна 
прих = ж‹; 
6) обе функции /(х) и 8(х) разрывны при х = ху? Постро- 
ить соответствующие примеры. 
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742. Обязательно ли произведение двух функций 
Кх)Е(х) 
терпит разрыв непрерывности в данной точке ху, если: 
а) функция Кх) непрерывна, а функция 5(х) разрывна в 
этой точке; 
6) обе функции [(х) и &(х) разрывны при х = х,? 
Построить соответствующие примеры. 
743. Можно ли утверждать, что квадрат разрывной функции 
есть также разрывная функция? 
Построить пример всюду разрывной функции, квадрат кото- 
рой есть функция непрерывная. 
744. Исследовать на непрерывность функции Лё(х)| и {К(х)], 
если: 
а) (х) = зп хи &(х) =1+ 47; 
6) /(х) = з5п хи &(х) = х(1 - <"); 
в) /(х) = зп хи &(х) = +х- [<]. 
745. Исследовать на непрерывность сложную функцию 
у= Ки), где и = $(х), если: 
_ [м при 0 <и< 1; 
Ки) = 2 -ипри 1 <и<2, 
се х при х рациональном; 
9 42-х при х иррациональном 


(0<х<1. 
746. Доказать, что если Кх) — непрерывная функция, то 


Е(х) = | х) 


есть Также непрерывная функция. 
747. Доказать, что если функция Кх) непрерывна, то функция 


[(х), если |/(х)] < с; 
с, если Кх) > с, 


—с, если Кх) <-с; 


где с — любое положительное число, также непрерывна. 


748. Доказать, что если функция {(х) непрерывна на сегменте 
[а, 6], то функции 


п(х) = 


24 1} и М(х)= „81 47 


1 
а< 


также непрерывны на [а, 6]. 
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749. Доказать, что если функция [(х) и &(х) непрерывны, то 

функции 
ф(х) = пуп [/х), 8(х)] и \(х) = тах [/(х), 8(%)] 

также непрерывны. 

750. Пусть функция К(х) определена и ограничена на сегменте 
[а, 6]. Доказать, что функции 

по) = 104 ДАО} и Мод = вар (ИО) 
азс<х < Е<х 

непрерывны слева на сегменте [а, 6]. 

751. Доказать, что если функция Кх) непрерывна в проме- 
жуткеа <х < +05 и существует конечный Шт К(х), то эта функ- 


ция ограничена в данном промежутке. 
752. Пусть функция К(х) непрерывна и ограничена в интер- 
вале (х., +05). Доказать, что, каково бы ни было число Т, най- 


дется последовательность х, -›* +09 такая, что 
Ша, [х, + Т) - Их] = 0 


753. Пусть ©(х) и \(х) — непрерывные периодические функ- 
ции, определенные при —55 <х < +05 и 


„ть (0%) — уд] = 0 


Доказать, что 
Ф(х) = (>). 


754. Доказать, что все точки разрыва ограниченной монотон- 
ной функции являются точками разрыва 1-го рода. 
755. Доказать, что если функция К(х) обладает следующими 
свойствами: 
1) определена и монотонна на сегменте [а; 5]; 
2) в качестве своих значений принимает все числа между 
Ка) и КБ, 


то эта функция непрерывна на [а, 6]. 
756. Показать, что функция /(х) = эт — ‚еслиххаи Ка) =0 


принимает на любом сегменте [а, 6] все промежуточные значения 
между (а) и /(6), однако не является непрерывной на [а, 6]. 

157. Доказать, что если функция {(х) непрерывна на интер- 
вале (а, Бих,, х., ..., х„ — любые значения из этого интервала, 
то между ними найдется число &Ё такое, что 


КЕ) = [Иа + Ижь) +... А. 
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758. Пусть Кх) непрерывна в интервале (а, Ь) и 
= Ши Хх) и Г= Ша Кл). 


гы: 
Доказать, что, каково бы ни было число Л, где 1 < Л < Г, су- 
ществует последовательность х„ —а (п =1,2, ...) такая, что 


Ши Дх,) = А. 


$ 8. Обратная функция. 
Функции, заданные параметрически 


1. Существование и непрерывность обратной функции. Если функ- 
ция у = Кх) обладает следующими свойствами: 1) определена и непре- 
рывна на интервале (а, 5); 2) монотонна в строгом смысле на этом ин- 
тервале, то существует однозначная обратная функция х = }`(у), опре- 
деленная, непрерывная и соответственно монотонная в строгом смысле 
на интервале (А, В), где А= Ит ь (<) иВ= Пи з Ех). 

Е 


сы 
Под однозначной непрерывной ветвью многозначной обратной 
функции данной непрерывной функции у = Кх) понимается любая од- 
нозначная непрерывная функция х = 8(у), определенная в максималь- 
ной области ее существования и удовлетворяющая в этой области урав- 


нению Да(у)] = у. 
2. Непрерывность функции, заданной параметрически. Если функ- 


ции ф(К) и \/(#) определены и непрерывны в интервале (©, В) и функция 
‹2(#} строго монотонна на этом интервале, то система уравнений 


х= (И, у= у 
определяет у как однозначную непрерывную функцию от х: 
у=\у(ф '(х)), 


на интервале (а, 65), геа= Пм Ф(Фиб= Шо (0. 
1 —а+0 1 —В-0 


759. Найти обратную функцию дробно-линейной функции 


у= 2+8 (4-е 0). 
сх +а 


В каком случае обратная функция совпадает с данной? 
760. Найти обратную функцию х = х(у), если 
у=х+ [5]. 
761. Показать, что существует единственная непрерывная 


функция и = у(х) (- < х < +09), удовлетворяющая уравнению 
Кеплера 


у-Езшу=х (0%Е<1). 
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762. Показать, что уравнение 
сих =рРх 


для каждого вещественного # (—с < р < +505) имеет в интервале 
0 < х < дхединственный непрерывный корень х = х(Р). 

763. Может ли немонотонная функция у = Кх) (-0©9 <х < +09) 
иметь однозначную обратную функцию? Рассмотреть пример: 


у= ы если х рационально; 
—х, если х иррационально. 
764. В каком случае функция у= Кх) и обратная функция 
х = Г Цу) представляют одну и ту же функцию? 
765. Показать, что обратная функция разрывной функции 


у= (1+ 52) зп х 


есть функция непрерывная. 
766. Доказать, что если функция /(х) определена и строго мо- 
нотонна на сегменте [а, ] и 
Нт Их.) = Ка) (а<х,<ь), 
-—% 
то 
Вт х,=а. 
п>-о 
Определить однозначные непрерывные ветви обратных 
функций для следующих функций: 


767. у = д?. 768. у= 2х - д. 
_ 2х а 

769. у ЕТ 770. у = 1х. 

УУТ. у = с08 Хх. 172. у= 4х. 


773. Показать, что множество значений непрерывной функции 
у= 1+ яп х, соответствующих интервалу (0 <х < 27), есть сегмент. 
174. Доказать равенство 


агсяш х + агссоз х = 


т 


775. Доказать равенство 


агсфя х + агс%я ы = 5 5х (х7О0). 
776. Доказать теорему сложения арктангенсов: 


агсёя х + агсёя у = агс = + Ех, 


ГгДдеЕ = &(х, у) — функция, принимающая одно из трех значений: 
0, 1, —1. 
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Для каких значений у при данном значении х возможен раз- 
рыв функции Е? Построить на плоскости Оху соответствующие 
области непрерывности функции Е и определить значение этой 
функции в полученных областях. 

777. Доказать теорему сложения арксинусов: 


агсз1шп х + агсз1п у == (—1) агся1п (= — у? Ч уМ1 - х? ) + = 


[< М<1) где 
Е=0, если ху<0 или х+у<1, 


== зп х, если ху>0 и Ф+у>1. 


778. Доказать теорему сложения арккосинусов: 
агссоз х + агссоз у = (-1)* агссоз [ху — МТТ у? ) + 2п8 


(| < 1, и < 1), где 
&=0, если Хх+у20, 
и 
==1, если х+у<0. 
779. Построить графики функций: 
а) у= агсзш х + агсаш „/1-х?; 
6) у = агсз1щ(2х /1 -х?) - 2 агсэщ х. 
780. Найти функцию у = у(х), заданную уравнениями: 
х = аг4е ф у=агое Е (-5 << +05). 
В какой области определена эта функция? 
181. Пусть 
х=сЬф, УЕЗЬЕ (-°0 << +55). 
В каких областях изменения параметра { переменную у мож- 
но рассматривать как однозначную функцию от переменной х? 
Найти выражения у для различных областей. 


782. Каковы необходимые и достаточные условия того, чтобы 
система уравнений 


х=9(0, у=у@) (а <Е<В 
определяла бы у как однозначную функцию от х? 
Рассмотреть пример: х = $112 ф, у= с097 +. 
783. При каких условиях две системы уравнений 


х=$(0, у=\( (а<1<5) 
и 


х = 9(%(1)), и= \0(т)) (а <т<В) 
определяют одну и ту же функцию у= у(х)? 
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784. Пусть функции $ф(х) и \у(х) определены и непрерывны на 
интервале (а, 5) и 
А= Ш! 9(х), В= эр 9(х). 
а<х<ь а<х<ь 
В каком случае существует однозначная функция Кх), опреде- 
ленная в интервале (А, В) и такая, что 


\(9 = (Фо) при а<х< 5? 


$ 9. Равномерная непрерывность функции 


1. Определение равномерной непрерывности. Функция К(х) называ- 
ется равномерно непрерывной на данном множестве (интервале, сегменте 
ит. п.) Х = {х}, если {(х) определена на Х и для каждого & > 0 существует 
6 == 5(Е) > 0 такое, что для любых значений х', х”’Е Х из неравенства 
Е х” < 6 


й 


| 
следует неравенство 
(=) — Кх’/)| < =. 
2. Теорема Кантора. Функция Кх), определенная и непрерывная на 
ограниченном сегменте [а, 5], равномерно непрерывна на этом сегменте. 


785. Цех завода вырабатывает квадратные пластинки, стороны 
которых х могут принимать значения в пределах от 1 до 10 см. 
С каким допуском б можно обрабатывать стороны этих пласти- 
нок, чтобы независимо от их длины (в указанных границах) пло- 
щадь их у отличалась от проектной меньше, чем наё? Выполнить 
численный расчет, если: 


а) Е =1 см?; 6) = = 0,01 см?; в)== 0,0001 см?. 
786. Цилиндрическая муфта, ширина которой & и длина 5, 


надета на кривую и = З/х и скользит по ней так, что ось муфты 
остается параллельной оси Ох. Чему должна быть равна длина 8, 
чтобы эта муфта свободно прошла участок кривой, определяе- 
мый неравенством —10 < х< 10, если: 

а) Е =1; б)==0,1; в) == 0,001; г) = произвольно мало? 


187. В положительном смысле сформулировать на языке 
«Е 9» утверждение: функция К(х) непрерывна на некотором 
множестве (интервале, сегменте и т. п.), но не является равно- 
мерно непрерывной на этом множестве. 

788. Показать, что функция 


Их) = 1 
х 


непрерывна в интервале (0, 1), но не является равномерно непре- 
рывной в этом интервале. 
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789. Показать, что функция 
[(х) = эп п 
х 


непрерывна и ограничена в интервале (0, 1), но не является рав- 
номерно непрерывной в этом интервале. 
790. Показать, что функция 
Кх) = эт х? 
непрерывна и ограничена в бесконечном интервале —с0 < х < +00, 
но не является равномерно непрерывной в этом интервале. 
791. Доказать, что если функция Кх) определена и 
непрерывна в области а < х < +50 и существует конечный 
Ншт Кх), 
х > +00 
то (х) равномерно непрерывна в этой области. 
792. Показать, что неограниченная функция 


(х) = х + зп х 


равномерно непрерывна на всей оси —с0 <х < +00. 
793. Является ли равномерно непрерывной функция {(х) = х? 
на интервале 
а) (-1; 1), где / — любое, сколько угодно большое поло- 
жительное число; 
6) на интервале (—с0, +00)? 
Исследовать на равномерную непрерывность в заданных об- 
ластях следующие функции: 
794. Кх) = —® (-1<х<1. 
4-х? 
795. /(х) = шх (0 <х< 1. 
796. Кх) = эх (0<х<п. 


1 


797. (х) = е* соз = (0 <х<1. 
798. /(х) = ага х  (-569 <х < +09). 
799. /(х) = /х (1 <х < +05). 


800. 7(х) = хзшх  (0<х< +05). 
801.1. Показать, что функция [(х) = [вт равномерно непре- 


рывна на каждом интервале 
«Л = (-1 <х<0) и 4. =(0<х<0 
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по отдельности, но не является равномерно непрерывной на их 
сумме 
«Л +, = {0 < {| < 1}. 


2. Доказать, что если функция К(х) равномерно непрерывна 
на каждом из сегментов [а, с] и [с, 6], то эта функция является 
равномерно непрерывной на суммарном сегменте [а, 6]. 

802. Для = > 0 найти д = 5(=) (какое-нибудь!), удовлетворяю- 
щее условиям равномерной непрерывности для функции [(х) на 
данном промежутке, — 


а) /(х) = 5х - (-с0 <х < +55); 

ое ([-2<х<5); 

в) Ию -т (015251); 

г) (х) = „/х (0 < х +09); 

д) [(х) = 2 зщ х - со5х (-© <х < +93}; 

е) К») = хэш 1 (х#0) и 0) =0 (0<х< п. 


803. На сколько равных между собой отрезков достаточно 
разбить сегмент [1, 10], чтобы колебание функции /(х) = х? на 
каждом из этих отрезков было меньше 0,0001? 

804. Доказать, что сумма и произведение ограниченного чис- 
ла равномерно непрерывных на интервале (а, 5) функций равно- 
мерно непрерывны на этом интервале. 

805. Доказать, что если ограниченная монотонная функция 
Кх) непрерывна на конечном или бесконечном интервале (а, 6), 
то эта функция равномерно непрерывна на интервале (а, 65). 

806.1. Доказать, что если функция Кх) равномерно непре- 
рывна на конечном интервале (а, 6), то существуют пределы 

А= Им Кх) и В= ‚ Вто Кх). 
х + а+0 —6-0 
Верна ли эта теорема для бесконечного интервала (а, 5)? 

2. Доказать, что для того, чтобы функцию Кх), определенную 
и непрерывную на конечном интервале (а, 5), можно было про- 
должить непрерывным образом на сегмент [а, 65], необходимо и 
достаточно, чтобы функция [(х) была равномерно непрерывна на 
интервале (а, Ь). 

807. Модулем непрерывности функции /(х) на промежутке 
(а, Ь) называется функция 


(5) = зир [/(х) — Кх)}, 


где х! их, — любые точки из (а, 5), связанные условием |х, — х›| < 8 


$ 10. Функциональные уравнения 81 


Доказать, что для равномерной непрерывности функции Кх) 
на промежутке (а, 5) необходимо и достаточно, чтобы 


Ш (6) = 


808. Получить оценку модуля непрерывности 0/(6) (см. пре- 
дыдущую задачу) вида 


(5) < Сб 
гдеСи са — константы, если: 
а) /(х) = х3 (0<х<1); 
6) Кх) = Ух (О<х<хаи(а<х< +05); 


в) /(х) = зп х + с0зх (0 <х< 21). 


$ 10. Функциональные уравнения 


809. Доказать, что единственная непрерывная функция [(х) 
(-со < х < +59), удовлетворяющая для всех вещественных значе- 
ний х иу уравнению 

Их + у) = К) + Ку), (1) 
есть линейная однородная функция 
Кх) = ах, 
гдеа = К1) — произвольная константа. 

810. Доказать, что монотонная функция Кх), удовлетворяю- 
щая уравнению (1), есть линейная однородная. 

811. Доказать, что функция Кл), удовлетворяющая уравне- 
нию (1) и ограниченная в сколь угодно малом интервале (-Е, Е), 
есть линейная однородная. 

812. Доказать, что единственная не равная нулю тождествен- 
но непрерывная функция /[(х) (-<©0 < х < +59), удовлетворяющая 
для всех значений х иу уравнению 


Их + у) = КхКу), (2) 
есть показательная функция 
Кх) = а*, 


гдеа = К!) — положительная постоянная. 

813. Доказать, что не равная нулю тождественно функция 
Кх), ограниченная в интервале (0, &) и удовлетворяющая урав- 
нению (2), есть показательная. 

814. Доказать, что единственная не равная нулю тождествен- 
но непрерывная функция [(х) (0 <х < +55), удовлетворяющая 
для всех положительных значений х и у уравнению 


Кхи) = Кх) + Ку), 
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есть логарифмическая функция 
К(х) = 105. х, 
где а — положительная константа. 

815. Доказать, что единственная не равная нулю тождествен- 
но непрерывная функция Кх) (0 <х< +55), удовлетворяющая 
для всех положительных значений х и у уравнению 

Кху) = Кх)Ку), (3) 
есть степенная функция 
К(х) = х", 
гдеа — постоянная. 

816. Найти все непрерывные функции [(х) (-<© < х< +05), 
удовлетворяющие для всех вещественных значений х иу 
уравнению (3). 

817. Показать, что разрывная функция 

К(х) = з5п х 
удовлетворяет уравнению (3). 

818. Найти все непрерывные функции {(х) (-с° < х < +09), удов- 

летворяющие для всех вещественных значений х и у уравнению 


Кх у) + Ка - и = 2К®КУ. 

819. Найти все непрерывные ограниченные функции Кх) и 
5(х) (-с° < х< +05), удовлетворяющие для всех вещественных 
значений х и у системе уравнений: 

Кх + у) = КХКу) - 8(®)ЕУ), 
а(х + у) = КХЕ(у) + Ку)=(х), 
и, сверх того, условиям нормировки: 
КО) =1 и &0=0. 
Указание. Рассмотреть функцию 
Е(х) = Р(х) + Ех). 
820. Пусть 
АКх) = Кх + Ах) - Кх) 


Ах) = МАКх)} 
суть конечные разности функции Кх) соответственно первого и 
второго порядков. 
Доказать, что если функция Кх) (-с©0 < х < +59) непрерывная 
и А?К(х) = 0, то эта функция линейная, т. е. (х) = ах + 6, гдеаи 
Ь — постоянные. 


РАЗДЕЛ Ш 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 


$ 1. Производная явной функции 


1. Определение производной. Если хих, = х + Ах — значения не- 
зависимой переменной, то разность 


Ау = Кх + Ах) - Кх) 
называется приращением функции у = Их) на сегменте [х, х; |. 
Выражение 
: А 
/ ’ д 
= //(х) = Пт ыи {1 
Ах-0 Ах” ) 
если оно имеет смысл, носит название производной, а сама функция 
К(^х) в этом случае называется дифференцируемой. 
Геометрически число /’(х} представляет собой угловой коэффициент ка- 
сательной к графику функции у = Кх) в точке его х (45 и = Г(х)) (рис. 6). 


Рис. 6 


2. Основные правила нахождения производной. Если с — постоянная 
величина и функции и = и(х), и = (х), г = их) имеют производные, то 
11 с’ =0; 
2) (си)’ = си’; 
3) (ичь-ш=и и - Ш 
4) (40)’ = и’о + и’; 
и. 
5) (“) _ шо-ии (6 *0); 
р 


02 


6) (")' = пи"-1и” (п — постоянное число); 
7) если функции и = Ки) ии = 9(х) имеют производные, то 


й 


фе й 
Ух = Уи Чх. 
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3. Основные формулы. Если х — независимая переменная, то 


Т. (х")' = пх" 1 (п — постоянноечисло). ТХ. (агссёя х)’=- 


1+х2° 
П. (т ху = с08х. Х. (а)'=а’Ша (а>0); (е)’=е*. 
а. № и . ‚_1 
ТП. (созх)'=-зшх. Х!. (ю=,х)} те >0); (1х) . 
ТУ. 4х)’ = у ХИ. (зн х)’ =сВх. 
052 х 
У. (сих) =- ь ХШ. (св х)' = 5х. 
(сшх) Ве (сп х) 
1 


ХГУ. (1х) = Е 


П-х. | ср2х ° 


1 де 
=. ХУ. (6х5: 


У1. (агсзшт х)’ = 


УП. (агссоз$ х)' = -— 


УШЩ. (агсё х)’ = 


1 
1+4х2 
4. Односторонние производные. Выражениями 


Г” (х)= Пт Кх+Ах) (Хх), 


Ах —* -0 Ах 
‚ в (х+ Ах) - Кх 
о а 


определяются соответственно левая и правая производные функции Кх) 
в точке х. 
Для существования производной }(х) необходимо и достаточно, чтобы 


[- (х) = Г, (5х). 
5. Бесконечная производная. Если функция {х) непрерывна вточке хи 


Ни 2+4) Их) 


Ах —0 Ах 


то говорят, что в точке х функция Кх) имеет бесконечную производную. 
В этом случае касательная к графику функции и = /[(х) в точке х пер- 
пендикулярна к оси Ох. 


821. Определить приращение Ах аргумента х и соответствующее 
приращение Ду функции и = [5 х, если х изменяется от 1 до 1000. 

822. Определить приращение Ах аргумента х и соответствующее 
приращение Ду функции у = 5 ‚ если х изменяется от 0,01 до 0,001. 

823. Переменная х получает приращение Ах. Определить 
приращение Ду, если: 


аду=ах +6; б) у = ах? + 6х + с; в)у=а". 
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824. Доказать, что 
а) А(/(х) + 8(х)] = АКх) + Ав(х); 
6) А[/(х)=(х)] = в(х + Ах)АКх) + Кх)да(х). 

825. Через точки А(2, 4) и А/(2 + Дх, 4 + Аи) кривой у = х? 
проведена секущая АА’. Найти угловой коэффициент этой секу- 
щей, если: 

а) Ах = 1; 6) Ах = 0,1; в) Ах = 0,01; 
г) Ах произвольно мало. 

Чему равен угловой коэффициент касательной к данной кри- 
вой в точке А? 

826. Отрезок 1 < х< 1+ р оси Ох с помощью функции у = х3 
отображается на ось Оу. Определить средний коэффициент рас- 
тяжения и произвести численный расчет, если: 


ав = 0,1; 6) № = 0,01; в) = 0,001. 


Чему равен коэффициент растяжения при этом отображении 
в точке х = 1? 
827. Закон движения точки по оси Ох дается формулой 


х = 10+50, 


где Ё — время в секундах и х — расстояние в метрах. Найти сред- 
нюю скорость движения за промежуток времени 20 < 1< 20 + ДЕ 
и выполнить численный расчет, если: 


а) АЕ 6) ДЕ = 0,1; в) ДЕ= 0,01. 
Чему равна скорость движения в момент времени { = 20? 
828. Исходя из определения производной, непосредственно 

найти производные следующих функций: 

а) х*; 6) =; в) = г) /х; 

д) З/х; е) шх; ж) сх; 3) агезт х; 

и) агссоз х; к) агсё и х. 

829. Найти [/(1), [’(2) и [(3), если 
Кх) = (х - (ах - 2)(х - 3}. 
830. Найти [/(2), если 
Кх) = х? эш(х - 2). 
831. Найти [/(1), если 


Кх) = х+ (хх - П агсзт [= . 
х+1 
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832. Найти Пт Вели ‚ ели функция {(х) дифференциру- 


ема в точке а. 
833. Доказать, что если функция Кх) дифференцируема и 
п — натуральное число, то 
ап в[/(х + 1 Е 8] = Ро). (1) 
п-о 
Обратно, если для функции Кх) существует предел (1), то 
можно ли утверждать, что эта функция имеет производную? Рас- 
смотреть пример функции Дирихле (см. задачу 734). 


Пользуясь таблицей производных, найти производные сле- 
дующих функций: 


834. у=2 +х- л?. Чему равно у”(0); /(:] ;и/(1); и’(-10)? 


З 2 
835. у = г + < - 2х. При каких значениях д: 


2 
а) у’ (х)= 0; 6)у\(х)=-2; в) у’(х) = 10? 
836. у = а° + 5а3л? - х. 837. у = Ч +В. 
а+Ь 
838. и = (х-а)(х-Ь). (; Е 839. и=(х+ 0х + 2) (+3). 


840. у = (х эт а + соз 0) (х с03 @ — зп 9). 
841. у= (1 + пх")(1 + ту”). 
842. а) у= (1 - х)(1 - х2)*(1 — 3); б)у= (5 + 2х)'(3 - 4х). 


843. у=Ё+2+3 
аь 
са 


х х? хз ° 
844. Доказать формулу 
(сх+а4)?° 


Е 


Найти производные функций: 


_ _ 2х — 1+х- хх? 
845: Ва. 
В су= (2252) (3-м), 
У пах ву (1-х 
849. у = 9-х». 850. у= Иду, 
(1+х)* 1+х 
851. у=х+ Шх +. 852. у ++. 
хи 


853. 


855. 


856. 


858. 


860. 
862. 
864. 
866. 


868. 


870. 


872. 


873. 


875. 


877. 


879. 


880. 


882. 


884. 


885. 
887. 
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=. 854. у= х/Л +2. 
х 


у= (1+4х)./2+х? 3/3 +53. 856. у= "*1/(1-х)"(1+х)". 
у= "+1 - х)"(1+х)". 857.у= —= 


Маз-х?` 
1+ хз 1 
= жа. и, 
Ух Иа) 
у= 4х+/х+х. 861. у = 1+ /1+3х. 
у = с0$ 2х — 2 эт х. 863. и=(2-х?)созх+2хзшх. 


у = 511(с032 х) : с05(512 х). 865. у = яп" х соб пх. 


зай . д ыы эт2х 
у = $11[310 (511 х)]. 867. у а: 

— _с08х = 
У? ышах ° Во: соз"х ° 

_ пх- хсо8х ое ® х. 
у созх + хашх ВУ > мер 

= Ту 1405 
у=шх 3 8 ХЕ х. 
у = 43/с452х + Усе х. 874. у = зес? я + созес? =. 
у = 511[с052(483 х)]. 876. у=е-=*. 

ЕТ р 

у=а я. 878. у=е* (х°- 2х +2). 


ие" (1+ =). 881. у- ПЗипЕн сов, 
ах азштых - Бсозбх — р х х 
уе —. 883. у=е* + ег" 1 е*". 
а? + 5? 


ео 


у = ха" + а=" + а4" (а>0). 886. у = 153 х?. 
у = пл х)). 888. у = тп? п? х)). 
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г ее 2) _ 
889. у 5 (1+4) д ва+х) 2:5’ 
_1 х2 1 
890. уу т И 
В О 
а а: 
892. = 1 ш 53. 
2./6 х/3 + М2 
—: 1 1+х Е 1+х./Е 
893. у Е] Е с е- (0<А< 1). 
894. у= Мх+1 - ШЕИ + Шх+1). 
895. у = ш(х + /х2+1). 
896. у=х шШ(х + ИЛ +х?) - М1 +4?. 
897. ух Ш? (х + 1+? - 2+? ш(х + 1+2) + 24. 
_х 2 2 а? 2 2 
898. у с 1х + а? + о ш (х+ х+а |. 
1 Уа+х. № 
899. и = — Ш (а>0,65>0.. 
: 2/45  а-х , | 
900. у= 24357 Л 5 зщ Ах 
х4 х Ч 
у=ШХ. .у= (Е п). 
901. у= т 5 902. у ши (Е +1] 
903. у= 1 с45? х + п зш х. 904. у = п Па 
2 1+ этх 
___©08х 1+ созх 
ОЗУ р А эшх ‘ 
906. у = т Ь + асозх + „/5? - а?зтх (< |2 2 |6. 
а+6созх 
907. у = (ях + з Ш х+бшх+6). 
1 ни. 
908 Ш; 16° 
909. у (1-3 +2?) +3 (1+ Л +22). 
=: |1 1 1 
910. у [1 + (+5 1). 


1 


911. 
912. 


914. 


916. 


918. 
919. 


920. 


922. 
924. 


926. 


927. 


928. 


930. 


931. 
932. 


933. 


934. 


935. 


936. 


937. 
938. 
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у = х[1щ( т х) — соз(ш х)]. 


у-шо - 035 Ш Ех. 913. у = агс1вп 5. 


1-х х2 

= агссоз =. 915. у = агсёй —. 
у В у Е 
у агссё 52. 917. у = /х — агсёй Хх. 

Ир х 
у=х+ 1-х? * агссов х. 
у = х атевт т + агс Ух = Шх. 
1+х 

у = агссоз :. 921. у = агсяшп(1шщ х). 
1) = агссо8(с0$2 х). 923. у = агсз(э1 х — соз х). 
у = агссоз /1-д?. 925. у = агсёЕ Е : 

2 эпох + со5х 
ИС Е ы ея Ь 

2 а-2ь х 

= ф $= = 2620). 
у =—= ага [|| ==) (а>2620) 

Е ‚1-2 № 1 
у = агсат 1—5. 929. у а" 
у = агсиу х + . агсёй (х3). 


у= 12(1 + 11? х) — 2 зщ х : агсё (п х). 
и— № агосоз -). 
Мх 
у=ш 2+ + 4" атс ©. 
ГЕ +? Ь ь 
у о ма? 2 + = атсвш “ (а>0). 
а 
1 (х+1)? 1 2х-1 
== 1 + — | : 
у 6 Е! ИЕ: ВСВ 3 
а Е в дуара х ь 
4/2  -х/+1 2 х-1 
у = х(агсэш х)? + 21-х? агсзшт х — 2х. 
у = 270с08х +1 т 1- 1-х? 


х 2 1+1. 
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939. 


940. 
941. 
942. 
943. 
944. 
945. 
946. 


947. 
948. 
949. 
950. 


951. 
953. 


954. 
955. 


956. 


957. 
958. 
959. 


у = агсе /х2-1- Е 


х2—1 
а + № те. 
т ._ агсё 5 8 
у= Е — агссёя х. 


и + 3 ато НН, 


1 + 3х + 3х2 


х 
у = агро =. 
1+,./1-х2 
у = агссе —-2 (а>0). 
2/ах-х? 
3-х 1+х 
у= = М1 -2х-х? . 
2 М2 
у= 1 т Ех — 1 агсёй ЕЕ 


4 аа -х 2 х 
у = агс4 (45? х). 


у= М1 -х? т [= — и Е А Е х? + агозщ х, 
=.л- х? 


у = хаго%в х - ва + х)? - 5 1 (агсёя Же 
у = ш(е* + /1+е?*). 952. у = агсёе(х + „/1+х2?). 


эпазшх ) 


у = агсп ( : 
1- созасозх 


= а 42 +2-2.3 1 аи Ра, 
4/3 Меачнх.З 2 х 

у= № агов = _ 1 ше -= 
2./2 /1+х* 4,/2 +4 +, 

у= хх _ 3 агсся = : 
1+х2 5 Л — х2 


у = агссоз(1щ х? — сов х?). 
у = агс$111 (511 х?) + агссоз(соз х?). 
у=е” го *[с05(т агсаш х) + эт(т агсаш х)]. 
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960. а) у = агсфё е* — п т б) и= /1+3/1+4Л + ха; 


1 


| 1 
Е 


961. у=х+ "+ х”" (х>0). 

962. у = хх" + ха" + а” (а>0,х>0). 
963. и= &/х (х>0). 

964. у = (з1п х)°°°* + (с0з хуи, 


965. 1. и= (т х)*: хх. 2.у= овса в и - 


в) у = агсс%е ; глу= 112(ес 2 “*). 


агссо5( с0$2х) 
966. и = 105, е. 
—_ 1 
967. и = 11(сь х) + р 
—_ Вх _ х 
968. у- 51% па [с = 


969. у = агсё= (4В х). 
970. у = агссоз (55) : 


сп х 
971. уе бх+ 25142-62 деи ( В Я (< <а). 
а а а+ь 2 


972. Найти производную функции 
у= [1 ( со? х + /1+с05'х } я 


вводя промежуточное переменное и = с05? х. 


Приемом, указанным в примере 972, найти производные 
функций: 


973. у = (агссоз х)? [1о2(агссов х) - 1п(агссо$ х) + Н : 


974. у= Такое +) + По, 
- 4 ЗП -1 
2 и 
975. = ет агсзт(е-*) + 11 1 И е-2х2 } 
Е ) 


х Че 2х _ 
976. у == Е: ый т. агссёй а не 
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977. Найти производные и построить графики функций и их 


производных ‚ если: 
аду = |}; 


бу=хх}; 


в) у= Ш. 


978. Найти производные следующих функций; 


а) у = (х — 1(х + 1; 


в) у = агссоз т 


Е 


б) у = [6118 х} 


гл у = [х] з102 лх. 


Найти производные и построить графики функций и их про- 


изводных: 
1-х при —00 <х<1; 
979.у=4(1- х)(2-х) при! <х<2; 
—(2 —х) при 2 < х < +05. 
_ Их-а\х-5)? приа<х<Ь; 
о 10 вне отрезка [а, 6]. 
_ 4%“ прих <0; 
981-1 = 111+ х) И 
агсё в х при [х| < 1; 
982.у- 1 вид при |х| > 1. 
х2е-х? при (х| < 1; 
983. и = 
т при |х| > 1. 


е 
984. Производная от логарифма данной функции и = Кх) на- 
зывается логарифмической производной этой функции: 


Ре) 
1(х) 


Найти логарифмическую производную от функции у, если: 


= 1-х. 052 8-х. 
а) у Ах, бу 1-х (3+х)?2’ 


ву=(х-а) (х-а.)” ...(х-а,)“;ру=(х+ 1+ х?). 
985. Пусть 9(>х) и \(х) — дифференцируемые функции от х. 
Найти производную от функции у, если: 


о = 
у ах М ИЖЕ ((х) > 0). 


аи= /62(х) + у2(х); 6) у = агсёв и 


в) у = °у(х) ($(х) = 0; ух) > 0); 
гу = 05») 4х) ($(х) > 0; ч(х) > 0). 


$1. Производная явной функции 93 


ЕВЕ РАННЕЕ ЕЕ а ВЕН 
986. 1. Найти у’, если: 
а) у= Их); б) у= Кэш? х) + /(соз? х); 
в) у= Ке*) - е/®; глу= КАЯКх)]}, 
где (и) — дифференцируемая функция. 
2. Найти / (0), если 
Их) = х(х - П(х- 2)... (х - 1000). 


987. Доказать следующее правило дифференцирования опре- 
делителя п-го порядка: 


На (х) ох) .. Хх) (хх) Ё2(х) .. Ни (х) 


11 (х) [.2(х) ее .(х) (Хх) Ра2(х) а ии(х) 

988. Найти Е’(х), если 

х-1тЕ а 

Е(х) = | 3х 3 

-2 -38 х+1 

989. Найти Е’(х), если 

д 98 

Ех) = |1 2х 3х? 

0 2 бх 


990. Дан график функции. Приближенно построить график 
ее производной. 
991. Показать, что функция 


х? эт т прих #0; 
Их) = + ы 
0 прих=0 
имеет разрывную производную. 
992. При каком условии функция 
эс" 5 прих 70; 


Я о 


прих=0 

а) непрерывна при х = 0; 

6) дифференцируема при х = 0; 

в) имеет непрерывную производную при х = 0? 
993. При каком условии функция 


хи эт ее прих 7 0, 
Кх) = " 
0 


при х=0 
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{т > 0) имеет: 
а) ограниченную производную в окрестности начала ко- 
ординат; 
6) неограниченную производную в этой окрестности? 
994. Найти }{(а), если 


К(х) = (х - а)%(х), 


где функция ©Ф(х) непрерывна при х = а. 

995. Показать, что функция 

Кх) = |х — а(х), 

где ф(х) — непрерывная функция и $(а) 7 0, не имеет производ- 
ной в точке а. 

Чему равны односторонние производные [(а)и [/(а)? 

996. Построить пример непрерывной функции, не имеющей 
производной в данных точках: а, а», ..., ал. 

997. Показать, что функция 


Кх) = д? 


совт #0) и К0)=0 


имеет точки недифференцируемости в любой окрестности точки 
х = 0, но дифференцируема в этой точке. 

Построить эскиз графика этой функции. 

998. Показать, что функция 


, х?, если х рационально; 
(=) = 0, если х иррационально, 


имеет производную лишь при х = 0. 
999. Исследовать на дифференцируемость следующие функ- 
ции; 
а) и= (х — Их - 2) (х — 3); б) у = [608 х}; 
в) у = п? - х*] вт? х; г) и = агсз1щ(соз х); 


х-1 2 
1 <1; 
ве +1 при 
(1х - 1 при |х| > 1. 
Для функции ((х) определить левую производную /^ (х) и пра- 


вую производную // (х), если: 
1000. /(х) = [х. 1001. (х) = [х] эт лх. 


1002. Кх) = х ({х> 0), 0) =0. 
1003. Кх) = /эшх?. 


п 
с05-— 
Хх 
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1004. /(х) = —^ (х#0), 0) =0. 


1 


1+е* 
1005. Кх) = Л -е-=. 1006. /(х) = Шт | (< #0). 
1007. /(х) = агсзт 2%, 
1+х2 


1008. /(х) = (х —2) агсёй 5 (х#2), К2)=0. 


1009. 1. Показать, что функция /(х) = х зш ы прих70и 0) = 


0 непрерывна при х =0, но не имеет в этой точке ни левой, ни правой 
производной. 
2. Пусть хо — точка разрыва 1-го рода функции {(х). Выра- 
жения 
; ; х+1)- Кх-0 
Ё (хо) = Пт, К 0 › ( 0 ) 


К. (хо) = Шт, ды 


называются обобщенными односторонними (соответственно ле- 
вой и правой) производными функции Кх) в точке ху. 
Найти /^_ (ху) и Г, (хо) в точках разрыва х, функции /(х), если: 


а) Кх) = +, 6) Кх) = агсйв Ех; 
х 1-х 
в) (х) = №. 
1+е= 
1010. Пусть 


х?, если х < ху; 
ах +6, если х > Хх. 


Кх) = | 


Как следует подобрать коэффициенты а и Ь, чтобы функция 
К(х) была непрерывной и дифференцируемой в точке х = х? 
1011. Пусть 
Ех), еслих < ху; 
Е(х) = _ 
ах-+Ь, еслих > ху, 
где функция (х) дифференцируема слева при х = ху. 


При каком выборе коэффициентов а и 6 функция Р(х) будет 
непрерывной и дифференцируемой в точке ху? 
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1012. На сегменте а < х < В построить сопряжение двух по- 
лупрямых 
у=Ё:(х-а) (-6° <х<а) иу=й,(х-Ь) 6 <х< +55) 
с помощью кубической параболы 
у=А(х — а)(х — В)(х - с), 
где параметры А и с подлежат определению. 
т? 


1013. Часть кривой у = Г: 


(= > с} дополнить параболой 


у=а+ 6х? (5 < с) 


(где аи В — неизвестные параметры) так, чтобы получилась 
гладкая кривая. 
1014. Можно ли утверждать, что сумма 


Е(х) = Кх) + &(х) 
не имеет производной в точке х = хь, если: 
а) функция Кх) имеет производную в точке хь, а функ- 
ция 5(х) не имеет производной в этой точке; 
6) обе функции Кх) и =(х) не имеют производной вточке ху? 
1015. Можно ли утверждать, что произведение 
Ех) = КхЕ(х) 
не имеет производной в точке х = ху, если: 
а) функция (х) имеет производную в точке хь, а функ- 
ция =(х) не имеет производной в этой точке; 
6) обефункции Кх) и &(х) неимеют производной в точке хо? 
Рассмотреть примеры: 
а) Кх) = х, в(х) = М; 6) Кх) = [и &(х) = [4 где хо = 0. 
1016. Что можно сказать о дифференцируемости функции 
Е(х) = КЕ(х)) 
в данной точке х = ху, если: 
а) функция Кх) имеет производную в точке х = &(хо), а 
функция &(х) не имеет производной в точке х = ху; 
6) функция Кх) не имеет производной в точке х = &(хо), 
а функция &(х) имеет производную в точке х = ху; 
в) функция /(х) не имеет производной в точке х = &(х.) 
и функция &(х) не имеет производной в точке х = х.? 
Рассмотреть примеры: 
а) (х) = х?, в(х) = |} 6) Их) = [3], 8(х) = 2; 


в) /(х) = 2х + ||, &(х) = сх - Сы где ху = 0. 
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1017. В каких точках график функции 


у=х + ЗУзшх 
имеет вертикальные касательные? 
Построить этот график. 
1018. Может ли функция /(х) в точке ее разрыва иметь: 
а) конечную производную; 6) бесконечную производную? 
Рассмотреть пример: {(х) = 351 х. 
1019. Если функция /(х) дифференцируема в ограниченном 
интервале (а, Б) и 
Иа И(х) = ©, 
х>а 
то обязательно ли 
1) Ш //(х) = ©; 2) Ша [(х) = +00? 
х-+а х—>а 


1 
х 

1020. Если функция Кх) дифференцируема в ограниченном 
интервале (а, В) и 


Рассмотреть пример: {(х) = - + с05 ы при х —> 0. 


[а /(х) = 05, 


то обязательно ли 
Пт Их) = 05? 
х—>а 
Рассмотреть пример: Их) = 3/х прих -> 0. 
1021. Пусть функция Кх) дифференцируема в интервале 
(Хо, +09) и существует Шт [’(х). Следует ли отсюда, что сущест- 
ЗОО: 


вует Ши 1х)? 
х > +0 
Рассмотреть пример: /(х) = ие 


1022. Пусть ограниченная функция Кх} дифференцируема в 
интервале (ху, +59) и существует Пт }{(х). Следует ли отсюда, 
х>® 


что существует Ишт /(х) конечный или бесконечный? 
х +0 


Рассмотреть пример: Кх) = соз (ш х). 
1023. Можно ли почленно дифференцировать неравенство 
между функциями? 
1024. Вывести формулы для сумм: 
а) Ри =1+2х + 3х2 +... + пх" 71, 
И и 
Указание. Рассмотреть (х + х? +... +5”). 
6) 5 = зп х + зщ ах +... + зщ пх, 
Т со х+2 со 2х +... + 1 с0$ пх. 


| 


п 
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1025. Вывести формулу для суммы: 
Эа =сьх + 2 с 2х + ... + п СВ пх. 


Указание. 5, = (3 х + $1 2х +... + 81 пх)”. 
1026. Пользуясь тождеством 


шх 
с055 с05 ... 608 В = 
2 2’зто 

2 


вывести формулу для суммы: 
1 х 1 х 1 х 
= ШЕН-ЕШЕ-... +=. 
"72 5 5 4 5 4 2 5 я 


1027. Доказать, что производная четной дифференцируемой 
функции есть функция нечетная, а производная нечетной диф- 
ференцируемой функции есть функция четная. 

Дать геометрическую интерпретацию этого факта. 

1028. Доказать, что производная дифференцируемой перио- 
дической функции есть функция снова периодическая с тем же 
периодом. 

1029. С какой скоростью возрастает площадь круга в тот мо- 
мент, когда радиус этого круга А = 10 см, если радиус круга рас- 
тет равномерно со скоростью 2 см/с? 

1030. С какой скоростью изменяются площадь и диагональ пря- 
моугольника в тот момент, когда одна сторона его х = 20 м, а другая 
сторона и = 15 м, если одна сторона прямоугольника уменышается 
со скоростью 1 м/с, а другая возрастает со скоростью 2 м/с? 

1031. Из одного и того же порта одновременно вышли паро- 
ход А в направлении на север и пароход В в направлении на вос- 
ток. С какой скоростью возрастает расстояние между ними, если 
скорость парохода А равна 30 км/ч, а парохода В равна 40 км/ч? 

1032. Пусть 

х, если 0 <х<2; 
Ка = —2, если 2 <х<+00, 
и 5(х) — площадь, ограниченная кривой и = [(х), осью Ох и пер- 
пендикуляром к оси Ох, проведенным в точкех (х 20). 

Составить аналитическое выражение функции 5(х), найти 
производную 5”(х) и построить график функции у = 5'(х). 

1033. Функция 5(х) есть площадь, ограниченная дугой ок- 


ружности у = „/а?-х?, осью Ох и двумя перпендикулярами к 


оси Ох, проведенными в точках дих (& < а) : 


Составить аналитическое выражение функции 5(х), найти 
производную 5’(х) и построить график этой производной. 
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$ 2. Производные обратной функции, 
функции, заданной параметрически, 
и функции, заданной в неявном виде 


1. Производная обратной функции. Дифференцируемая функция 
у= Кх) (а<х<Ь) с производной [(х) > 0 имеет однозначную непре- 
рывную обратную функцию х = [ '(у), причем обратная функция также 
дифференцируема и справедлива формула 

ху = ты 
Ух 


2. Производная функции, заданиой параметрически. Система 
уравнений 


(<<<), 


х =Ф(, 

у = у, 

где Ф(+) и \(!) — дифференцируемые функции и ф'(#) 7 0, определяет у 

в некоторой области, как однозначную дифференцируемую функцию отд: 
у= \(Ф '(х)), 


причем производная этой функции может быть найдена по формуле 


3. Производная функции, заданной в неявном виде. Если диффе- 
ренцируемая функция и = у(х) удовлетворяет уравнению 


Е(х, у) =0, 
то производная у’ = у’(х) этой неявной функции может быть найдена из 
уравнения 


4 = 
а Е, И) - 0, 


где Р(х, у) рассматривается как сложная функция переменной х. 
(Более подробно о дифференцировании неявных функций см. разд. \1, $3.) 


1034. Показать, что существует однозначная функция и = у(х), 
определяемая уравнением 
у? + Зу=х, 
и найти ее производную и». 


1035. Показать, что существует однозначная функция 
у = у(х), определяемая уравнением 


у-Езту=х (0%$Е< 1), 


и найти производную у». 
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1036. Определить области существования обратных функций 
х = х(у) и найти их производные, если: 

а уи=х+Шх (х>0)}; бу=х+ 2”; 
в) у = Вх; гу = Вх. 

1037. Выделить однозначные непрерывные ветви обратных 
функций х = х(у), найти их производные и построить графики, 
если: 

= 2 4. сы х? . = РОЗА ОАЕ 
а) у = 2-х; и: в) и= 2е е`“*. 

1038. Построить эскиз графика функции и = и(х) и найти про- 
изводную у’,(х), если: х = -1+21-В, у=2 - 81+ В. Чему равна 
у’ (х) при х = Ои при х = -1? В какой точке М (х, и) производная 
у’ .(х) = 0? 


Найти производные у’, (параметры положительны), если: 


1039. х = З/1- АЕ, у= /1-3Л. 


1040. х = 112 &, у = с057 #. 
1041. х=а со Ь уефа &. 
1042. х=асвь у=б3Ь 1. 
1043. х = а со83 &, у=а 118 &. 
1044. х=а(Е-зт®, у=а(1-с088. 
1045. х = е?' сов? &, у = е?' 5117 &. 
: 1 1 
1046. х = агсзт =, у = агссо$ ео 


1047. Показать, что функция и = у(х), определяемая систе- 
мой уравнений 
х=2+ 1, у=5Р + а, 


дифференцируема при # = 0, но ее производная в этой точке не 
может быть найдена по обычной формуле. 


Найти производные у’, от следующих функций, заданных в 
неявном виде: 

1048. х? + 2ху - у? = 2х. Чему равно у’ прих= 2 иу=4и 
прих=аиу= 0? 


1049. у? = 2рх (парабола). 1050. <, + = = 1 (эллипс). 


2 2 2 


1051. /х + /у = Ша (парабола). 1052. хё + уз = аз (астроида). 
1053. агсёв : = ш „/х? + у? (логарифмическая спираль). 
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1054. Найти у, если: 
а) г = аф (спираль Архимеда); 
6) 7=а (1 + со0$ $) (кардиоида}; 
в) / = ае"? (логарифмическая спираль}, 


гдег= /х?+у? иф= агсёй # — полярные координаты. 
х 
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1. Уравнения касательной и нормали. Уравнения касательной МТ 
и пормали ММ к графику дифференцируемой функции у = Кх) в точке 
его М (х, и) (рис. 7) соответственно имеют вид: 


У-у=и’ (Х-х), 
У-у-- 3), 
У 


гдех, У — текущие координаты касательной или нормали, ау’ = [’(х) — 
значение производной в точке касания. 

2. Отрезки касательной и нормали. Для отрезков касательной и 
нормали: РТ — подкасательная, РАМ — поднормаль, МТ — касатель- 
ная, ММ — нормаль (рис. 7); учитывая, что &# @ = у’, получаем следую- 
щие значения: 


рт-|!, РМ = уу, 
у 
М +у?, ММ = У м1 чу. 


3. Угол между касательной и радиусом-вектором точки касания. 
Если г= КФ) — уравнение кривой в полярной системе координат и В — 
угол, образованный касательной МТ и радиусом-вектором ОМ точки 
касания М (ис. 8), то 


мт- | 
у 


щВ= о. 
г 


Рис. 8 
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1055. Написать уравнения касательной и нормали к кривой 
у= (х + 1)3/3 -х 
в точках: а) А (-1; 0); 6) В (2, 3); в) С (3, 0). 
1056. В каких точках кривой 
ИЕ" 
касательная к ней: 
а) параллельна оси Ох; 


6) параллельна биссектрисе первого координатного угла? 
1057. Доказать, что парабола 


у=а(х - хх - х2) (ато, х, <х.) 
пересекает ось Ох под углами @ и В (о <а < г. 0о<В< ”), 
равными между собой. 
1058. На кривой 
у=2зшх (-%&х<л) 
определить те участки ее, где «крутизна кривой» (т. е. |у’|) пре- 


вышает 1. 
1059. Функции 


у=хи и =х + 0,01 эт 10004х@ 
отличаются друг от друга не больше чем на 0,01. Что можно ска- 
зать о максимальном значении разности производных этих 
функций? 
Построить соответствующие графики. 
1060. Под каким углом кривая 


у=Шх 


пересекает ось Ох? 
1061. Под какими углами пересекаются кривые 


ух и х=у? 
1062. Под какими углами пересекаются кривые 
у=зшх и У= с03 д? 
1063. 1. При каком выборе параметра п кривая 
у = аге пх (п> 0) 


пересекает ось Ох под углом, большим 89°? 
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2. Показать, что кривая у = |х{ касается, 
а) оси Оу при 0 <а < 1; 
б) оси Ох при 1 < а < +5. 

3. Показать, что для графика функции 


|х*,  еслиа 0, х20; 
И, если х = 0, 


предельное положение секущей, проходящей через точку А (0, 1), 
есть ось Оу. 
1064. Определить угол между левой и правой касательными 


к кривой: а) у= 1 -е-<”х? в точке х = 0; 6) у = агсэт 


в точке х = 1. 
1065. Показать, что касательная к логарифмической спирали 


+ х? 


г = ае"® 


(аит — постоянные) образует постоянный угол с радиусом-век- 
тором точки касания. 
1066. Определив длину подкасательной к кривой 


у= ах”, 


дать способ построения касательной к этой кривой. 
1067. Доказать, что у параболы 


у? = 2рх: 


а) подкасательная равна удвоенной абсциссе точки 
касания; 
6} поднормаль постоянна. 
Дать способ построения касательной к параболе. 
1068. Доказать, что показательная кривая 


у=а” (а>0) 


имеет постоянную подкасательную. Дать способ построения ка- 
сательной к показательной кривой. 
1069. Определить длину нормали к цепной линии 


= Вх 
ВЕСИ. 


в любой ее точке М (ху, у). 
1070. Доказать, что у астроиды 
2 2 2 
хз +уз =аз (а>0) 
длина отрезка касательной, заключенного между осями коорди- 
нат, есть величина постоянная. 
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1071. При каком соотношении между коэффициентами а, 6 

и с парабола 
у = ах? + 6х + с 
касается оси Ох? 

1072. При каком условии кубическая парабола 

у=х+рх+9 
касается оси Ох? 
1073. При каком значении параметра а парабола 
у = ах? 
касается кривой у = шх? 

1074. Доказать, что кривые, у = Кх) (Кх)> 0), у = Кх) эт ах, 
где /(х) — дифференцируемая функция, касаются друг друга в 
общих точках. 

1075. Показать, что семейства гипербол 

х? — у’ =а, ху=Ь 
образуют ортогональную сетку, т.е. кривые этих семейств пе- 
ресекаются под прямыми углами. 

1076. Доказать, что семейства парабол 


у? = 4а(а-х) (а>0) 


у = 466 +х) (6>0) 


образуют ортогональную сетку. 
1077. Написать уравнения касательной и нормали к кривой 
х=-В, у=з-В 
в точках; а) = 0; 6) 1 = 1. 
1078. Написать уравнения касательной и нормали к кривой 


ее _ 2-е 
1+1 ’ 1+ #3 


в точках: а) = 0; б) Е = 1; в) Ё = ©. 
1079. Написать уравнение касательной к циклоиде 


х=а(-зт|, у=а(1- с05й 
в произвольной точке { == &. Дать способ построения касательной 
к циклоиде. 
1080. Доказать, что трактриса 


хаты Е +003 ||, у=азшЕ (а>0,0<Е<д) 


имеет отрезок касательной постоянной длины. 
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Написать уравнения касательной и нормали в заданных точ- 
ках к к кривым: 
= + и = ‚ М (6; 6,4). 
1081. т 60 | ( ) 
и М (1; 1). 


$ 4. Дифференциал функции 


1. Дифференциал функции. Если приращение функции у = Кх) от 
независимой переменной х может быть представлено в виде 


Ду = А (х)ах + о(ах), 


где 4х = Ах, то линейная часть этого приращения называется дифферен- 
циалом функции у: 
= А (х)ах. 


Для существования дифференциала функции и = Их) необходимо и доста- 
точно, чтобы существовала конечная производная у’ = [’(х), причем имеем: 


ау = у’4х. (1) 

Формула (1) сохраняет свою силу и в том случае, если переменная 

х является функцией от новой независимой переменной (свойство 
инвариантности первого дифференциала). 

2. Оценка малых приращений функции. Для подсчета малых прира- 

щений дифференцируемой функции (х) можно пользоваться формулой 


Их + Ах) - Кх) = р(®Ах, 


относительная погрешность которой сколь угодно мала при достаточно 
малом [Ал], если /’(х) #0. 

В частности, если независимая переменная х определяется с пре- 
дельной абсолютной погрешностью, равной А,, то А, и 5, — предельные 
абсолютная и относительная погрешности унюдии у= ” (х — прибли- 
женно выражаются следующими формулами: 


А и = - А 


х* 


1083. Для функции 
Кох) = 3 -2х+1 
определить: 1) АКТ); 2) аКТ) и сравнить их, если: 
а) Ах = 1; 6) Ах = 0,1; в) Ах = 0,01. 
1084. Уравнение движения дается формулой 
х= 5, 
где { выражается в секундах и х — в метрах. 


Для момента времени { = 2 с определить Ах — приращение 
пути и 4х — дифференциал пути и сравнить их, если: 


а) АЁ=1с; 6) АЁ=О0,1с; в) ДЕ = 0,001 с. 
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Найти дифференциал функции и, если: 


1085. и= г. 1086. у=1 т ато  (а20). 
1087. у= и - Ш ое 1088. у= шх + /х?+а|. 
х+а 


1089. у = агсэт : (а70). 


1090. Найти: 
а) 4 (хе); 6) 4 (зшх -х созх); 
1 шх 
54; 04 (12; 
а (Ма? +х?); а|-— |; 
да (а? +х?) в) = 
ж) а ш(1 - х?); з) а (агосоз "У 


и) 4 | эх +} = т 
2с052х 


“(53 . 


Пусть и, о, ш — дифференцируемые функции от х. Найти 
дифференциал функции у, если: 


1091. у = иош. 1092. и= г | 
1 и 
1093. у = : 1094. у = аг&е -. 
тет у =, 


1095. у = ш ми?+и?. 
1096. Найти 


и ы а [9пх\. 
Эа -2-х; ба) 
в) 4(этх). г) ах). 

4(созх)’ 4(сех)’ 
) 4(агсятх) 
4(агссозх) ` 


1097. В круговом секторе радиус В = 100 см и центральный 
угол 0, = 60°. Насколько изменится площадь этого сектора, если: 
а) радиус его В увеличить на 1 см; 
6) угол а уменьшить на 30'? 
Дать точное и приближенное решения. 
1098. Период колебания маятника определяется по формуле 


теж, 
8 
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где { — длина маятника и $ = 9,8 м/с? — ускорение свободного 
падения. 

Насколько нужно изменить длину маятника [ = 0,2 м, чтобы 
период Т увеличился на 0,05 с? 


Заменяя приращение функции дифференциалом, найти при- 
ближенно следующие значения: 


1099. 3/1,02. 1100. э1п 29°. 
1101. со$ 151°. 1102. агсёс 1,05. 
1103. 15 11. 


1104. 1. Доказать приближенную формулу 
Ма? +х =а+ * (а>0), 
2а 


где |х| < а (соотношение А < В между положительными А и В 
означает, что А весьма мало по сравнению с В). 
С помощью этой формулы приближенно вычислить: 


а) 5; 6) /34; в) ./120 


и сравнить с табличными данными. 
2. Доказать формулу 


Ма? +х =а+. -г(а>0,х>0), 


2 
где0 <г< =. 
За’ 


1105. Доказать приближенную формулу 


Ма+х =а+ = (а > 0), 


па 


где [х| < а. 
С помощью этой формулы приближенно вычислить: 


а) 3/9; 6) 3/80; в) 7/00; г) 11000. 


1106. Сторона квадрата х = 2,4 м+ 0,05 м. С какими предель- 
ной абсолютной и относительной погрешностями можно вычис- 
лить площадь этого квадрата? 

1107. С какой относительной погрешностью допустимо изме- 
рить радиус А шара, чтобы объем его можно было определить с 
точностью до 1%? 

1108. Для определения ускорения свободного падения с по- 
мощью колебания маятника пользуются формулой 


_ 4121 
тг, 
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где { — длина маятника, Т — период его колебаний. Как отра- 
зится на значении # относительная погрешность 6 при измере- 
нии: а) длины [; 6) периода Т? 

1109. Определить абсолютную погрешность десятичного ло- 
гарифма числа х (х > 0), если относительная погрешность этого 
числа равна 8. 

1110. Доказать, что углы по логарифмической таблице тан- 
генсов определяются точнее, чем по логарифмической таблице 
синусов с тем же самым числом десятичных знаков, 


$ 5. Производные и дифференциалы высших порядков 


1. Основные определения. Г/роизводные высших порядков от функ- 
ции у = Кх) определяются последовательно соотношениями (предпола- 
гая, что соответствующие операции имеюх смысл!): 


РИ х) = {№ х) (п=2,3, ...). 


Если функция {(х) имеет непрерывную производную /”Хх) на ин- 
тервале (а, 5), то кратко пишут: Кх) Е С“ (а, 6). В частности, если {(х) 
имеет непрерывные производные всех порядков на (а, 5), то употребля- 
ется запись: /(х) Е С” (а, 5). 

Дифференциалы высших порядков от функции у = Их) последова- 
тельно определяются формулами 

4у=4(4"`1)) (п=2,3,...), 


где принято 4'у = ду = у’ах. 
Если х — независимая переменная, то полагают: 


4х = @х=...=0. 
В этом случае справедливы формулы 


Фу = УТах" и ут = ау . 
” 4х" 


2. Основные формулы: 
Г. (а^)) = ах ша (а>0); (е*)®) = ет, 


п. (что = т ( + пт) . 


ПЕ. (сов д) = соз(х + = 7 


ТУ. (х")®) = пит -— 1)... (тп Их". 


у. по - СИ! 


хп 
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3. Формула Лейбница. Если функции и = 9(х) ии =\у(х) имеют про- 
изводные п-го порядка (п-кратно дифференцируемы), то 


п | 
(и) в Сл и" - 9, 
#=0 


где и) = и, 5® =ри С, — число сочетаний из п элементов по #. 
Аналогично для дифференциала а”(ио) получаем 


п р 
ии 2 
а"(ио) = У С, 4” `' ид, 
1-0 
где положено а‘и = ии а =. 


Найти у”, если: 


1111. и=х./1 + хе. 1112. иу= —^__. 
ы Е 
1113. у=е®. 1114. у= вх. 
1115. у = (1 + х2) агсёе х. 1116. у= Ах, 
. ла 
1117. у=х шх. 1118. и= ш Хх). 


1119. и=х [311 (п х) + соз (Ш х)]. 
1120. Найти и(0), и’(0) и у’(0), если 


у = е*"* соз (эт х). 


Пусть и= ©9(х) и о= 14(х) — дважды дифференцируемые 
функции. Найти у’”, если: 
1121. у= и. 1122. у=ш@. 


о 
1123. у= Ми? +и?. 1124. у= и (и>0). 
Пусть /(х) — трижды дифференцируемая функция. Найти у”” 


#7! 


иу”””, если: 


1125. у = Кх?). 1126. и= 1) 


1127. и = Ке*). 1128. у = Кшх). 
1129. и = Ко(х)), где ‹(х) — достаточное число раз дифферен- 
цируемая функция. 
1130. Найти 4?у для функции 
уе" 
в двух случаях: 


а) х — независимая переменная; 
6) х — промежуточный аргумент. 
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Считая х независимой переменной, найти а?у, если; 


1131. у= Л+де. 1132. у- 5. 1133. у= д". 


Пусть нии — дважды дифференцируемые функции от пере- 
менной х. Найти А?у, если: 


1134. у=ио. 1135. у= =. 


1136. у=и"о" (тип — постоянные). 
1131. у=а" (а>0). 1138. у= ш Ми? чо?. 
1139. у = агсёя .. 


Найти производные у», у’, и’, от функции у = у(х), заданной 
х 


з 
параметрически, если: 
1140. х=2-й, у=-В. 


1141. х=а созф, уаз Ё. 
1142. х=а (1 - зп В,у=а(1- со В. 
1143. х=е' со &, у=е! зщ Е. 
1144. х = [(В, у=Н"”® - КЬ. 


1145. Пусть функция и = Кх) дифференцируема достаточное 
число раз. Найти производные х’, х”’, х”””, х\ обратной функции 
х = [Цу), предполагая, что эти производные существуют. 

Найти у,, у’з, уу от функции у = у(х), заданной неявно: 


Хх 


1146. х? + у? = 25. Чему равны у’, у”’ и у’” в точке МСЗ, 4)? 
1147. у? = 2рх. 1148. х? — ху+у?=1. 


Найти у ии’, если: 
х 


1149. +2 ту=д“. 1150. Ух?+ у? = аетив х (а> 0). 
у ( 


1151. Пусть функция Кх) определена и дважды дифференци- 
руема при х < хо. Как следует подобрать коэффициенты а, Бис, 
чтобы функция 


(х), если х < ху, 
Е(х) = уу? _ 
а(х — хо)" + Ых — хо) +е,  еслих> дж, 
была дважды дифференцируема. 
1152. Точка движется прямолинейно по закону 
8 = 10+20- 58. 


Найти скорость и ускорение движения. Чему равны скорость и 
ускорение в момент времени #& = 2? 
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1153. Точка М (х, у) равномерно движется по окружности 
х? + у? = а?, делая один оборот за время Т. Найти скорость о и 
ускорение и проекции точки М на ось Ох, если при $ = 0 точка 
занимала положение М) (а, 0). 

1154. Тяжелая материальная точка М (х, у} брошена с на- 
чальной скоростью и, в вертикальной плоскости Оху под углом 
о к плоскости горизонта. Составить (пренебрегая сопротивлени- 
ем воздуха) уравнение движения и определить скорость и и ус- 
корение и, а также траекторию движения. Чему равны наиболь- 
шая высота поднятия точки и дальность полета? 

1155. Уравнения движения точки 


х=4А зп иЕ- 3 созшЬ у=З ат шЕ + 4 с05 и 


(и — постоянно). 
Определить траекторию движения, скорость и ускорение. 


В следующих примерах найти производные указанного по- 
рядка: 
1156. у = х(2х - 1)(х + 3)3; найти у® и у®. 


1157. у= = ; найти у””. 


1158. у= /х; найти уй%. 


1159. и = 2 найти у®). 
1+х 


1-х 


1160. у = ; найти упб%, 


1161. у = х?е?*; найти у@%. 
1162. и = = ; найти уй%, 


1163.у=х ш х; найти уб. 
1164. у= х; найти у®. 


1165. у = х? эп 2х; найти иб%. 


1166. у= -2053Х; найти у”. 
т =3х 
1167. у = эт х зш 2х эт 8х; найти у 
1168. у=х 36 х; найти уй%). 
1169. у = е* соз х; найти и\. 
1170. у = 912 х шх; найти и®. 


(10) 
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В следующих примерах, считая х независимой переменной, 
найти дифференциалы указанного порядка. 

1171.у= х5; найти @5у. 

1172. у= и найти аЗу. 

1173.у=х с0$ 2х; найти ау. 

1174. у=е” шх; найти @%у. 

1175. у = со5 х* св х; найти ау. 


В следующих примерах найти дифференциалы указанного 
порядка, если и — функция от х, дифференцируемая достаточ- 
ное число раз. 

1176. у = и?; найти ау. 

1177. у = е"; найти ау. 

1178. у= ши; найти а3у. 

1179. Найти 4?у, 43у и а*у от функции у = Кх), считая х функ- 
цией от некоторой независимой переменной. 

1180. Выразить производные у” и у” от функции у = Кх) 
через последовательные дифференциалы переменных х, у, не 
предполагая х независимой переменной. 

1181. Показать, что функция 


у=С, соз х + С, зщ х, 
где С, и С. — произвольные постоянные, удовлетворяет уравнению 
у’ и=О. 
1182. Показать, что функция 
у=С: сЬх + С. зВ х, 
где С; иС, — произвольные постоянные, удовлетворяет уравнению 
у’-у=0. 
1183. Показать, что функция 
у= Се" + Се, 
где С; и С, — произвольные постоянные и А,, А) — постоянные, 
удовлетворяет уравнению 
у" (М+М + Му = 0. 
1184. Показать, что функция 
у = х"[С, соз (ш х} + С. эщ (Ш х]], 


гдеСс: иС., — произвольные постоянные и п — постоянная, удов- 
летворяет уравнению 


х?у”' + (1 - 2п)ху’ + (1+ пу = 0. 
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1185. Показать, что функция 


х Хх 
_ „в х ри ПВ х Иа. 
у- ей (С; сов — + С. т =) +е (с соз — + С. чт =), 
где Су, С, С. и С. — произвольные постоянные, удовлетворяет 
уравнению 
у +у=0. 

1186. Доказать, что если функция Кх) имеет производную п-го 

порядка, то 
[Ках + 5) = а"К"Хах + В). 
1187. Найти Р(\(х), если 


ава 


Найти у®, если: 


_ ах+ё ЕР 1 
1188. у а, 1189. у ТТ 

ой 1 
1190. у а, 
Указание. Разложить функцию на простейшие дроби. 

1 х 
1191. у= : 1192. у= —. 
/1-2х 31 +х 

1193. у = 112 х. 1194. у = с05? х. 
1195. у = зщ х. 1196. у = с053 х. 
1197. у = эп ах эп 5х. 1198. у = с05 ах со$ 5х. 
1198. у = с08 ах соз Ьх. 1199. у = эт ах соз 5х. 
1200. у = эп? ах с0$ 6х. 1201. у = 511“ х + с05* х. 
1202. у = х соз ах. 1203. у = х2 эп ах. 
1204. у = (х? + 2х + 2)е*. 1205. у= =. 
1206. у = е* соз х. 1207. у = е* эп х. 

Е. а+ех 
1208. у = п ра 


1209. и = е"* Р(х), где Р(х) — многочлен. 
1210. у= хзЬх. 


Найти Ду, если: 


1211. у= х"е*. 1212. у= их. 
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1213. Доказать равенства: 


18 
1) [е"* зп (6х + с) = е‘ (а? + 62)? яп (6х + с + пф), 


Пи 
2) [е“* соз (6х + с) = е“* (а? + 52)? соз (6х + с + пФ), 


где 
эт ф = ее соз ф = С 
аб?’ ма? 5? 
1214. Найти у®, если: 
а) у = сВ ах соз 5х; 6) у = свах эт 6х. 


1215. Преобразовав функцию Кх) = з11?? х, гдер — натураль- 
р 
ное число, в тригонометрический многочлен /(х) = м А, соз 2х, 
#=0 

найти (х). 

Указание. Положить зп х = 5: — Р), гдеф = соз х + зшхи 
Ё = со х — Е зщ х, и воспользоваться формулой Муавра. 

1216. Найти /^(х), если: 

а) /(х) = 31122 +1 х; 6} /(х) = соз?? х; в) Кх) = соз?Р* 1х, 

где р — целое положительное число (см. предыдущую задачу). 


Если 
Их) = р(х) + 12(х), 
где; — мнимаяединицаи [1 (х), [2(х) — действительные функции 
от действительной переменной х, то по определению принимаем: 


Р(х) = Ри(х) + 15(х). 


1217. Используя тождество 


= Ы Е с 
2+1  ЗАХ- х+й) ' 


доказать, что 


([=- 2” = —С! и э1ш[(л -- 1) агссф= х]. 
({1+х2) 2 
Указание. Применить формулу Муавра. 
1218. Найти п-ю производную от функции 
Кх) = агсфе х. 


Найти #”(0), если: 


2 1 : ЕЕ: 
о, 6) Кх) = —. 


1220. а) (х) = х2е"*; 6) Кх) = агсфв х; в) Кх) = агсзщ х. 
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1221.а) К(х) == соз (т агсзш х); 6) Кх) = эш (т агезт х). 
1222. а} Кх) = (агсёя х)?; 6) Их) = (агезш х)?. 
1223. Найти /"\(а), если 
Кх) = (х - а)"ф(х), 
где функция $(х) имеет непрерывную производную (п - 1)-го по- 
рядка в окрестности точки а. 
1224. Доказать, что функция 


| 

хп эп =, еслих=0 

Кх) = х’ . 
ь если х=0 


{п — натуральное число) в точке х = 0 имеет производные до п-го 
порядка включительно и не имеет производной (л + 1)-го порядка. 
1225. Доказать, что функция 


1их2 
е ‚ еслих 70, 
Кх) = 
й если х=0 


бесконечно дифференцируема при х = 0. 
Построить график этой функции. 
1226. Доказать, что многочлены Чебышева 


1 
Эт-1 


Ти(х) = со$ (71 агссоз х) (т=1,2, ...) 


удовлетворяют уравнению 
(1-й) Ти) - Ты + т Ты) 0. 
1227. Доказать, что многочлены Лежандра 


1 
тт! 


Ри(х) = 2 - "о (т=0,1,2, ...) 


удовлетворяют уравнению 
(1-х?) Р'(х) - 2хР.(х) + тт + ПР ‚(х) = 0. 
Указание. Продифференцировать т + 1 разравенство (х? -- 1)и^=2тхи, 
гдеи = (х2 1)”. 
1228. Многочлены Чебышева—Лагерра определяются фор- 
мулой 
11(х) = е(х"е *) (т=0, 1,2, ...). 
Найти явное выражение для многочлена Г. „(х). 
Доказать, что Ё„(х) удовлетворяет уравнению 
хГ!!(х) + (1 - х) [4 (х) + тШЩх) = 0. 


Указание. Использовать равенство хи’ + (х - ти = 0, где и =х"е^. 
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1229. Пусть у = Ки) и в = $(х), где (и) и $(х) — п-кратно 
дифференцируемые функции. 
Доказать, что 


Чи — и 
ах” 2 Акх)К (м), 


где коэффициенты А„(х) (Ё =0,1,..., п) не зависят от функции Ки). 
1230. Доказать, что для п-й производной сложной функции 
у = Кл?) справедлива формула 


а = (ада) + И (хе аре (2) + 
ч- ПИ ВВ (ах чр (д) Е 


1231. Многочлены Чебышева—Эрмита определяются фор- 
мулой 


Ни(х) = (-1)"е2? (е-? ) (т=0, 1,2, ...). 
Найти явное выражение для многочленов Н„(х). 
Доказать, что Н „(х) удовлетворяет уравнению 
Н*. (х) - 2х Н(х) + атН „(х)= 0. 


Указание. Использовать равенство и’ + 2хи = 0, где и = е-=?, 
1232. Доказать равенство 


1 1 
(хе тет) = Ся, 


х"+! 


Указание. Применить метод математической индукции. 
1232. Доказать формулу: 


а) г (хп х) = п! (2 х + » т (х>0); 


6) (эп) = (27) [С, (х) эх - 5, (%) соз х], 


ах?"\ х Х2т+1 
где 
[© = — х? ++ их 2 п х2пт 
а СО ав 
5„(х) хх — хз Е (-1)"- 1 х2п-1 


8! (21-1)! ° 
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1233. Пусть < = р обозначает операцию дифференцирования и 


ИР) = У ро" 
&=0 


— символический дифференциальный многочлен, где р,(х) (Ё = 
=0,1,..., п) — некоторые непрерывные функции от х. 
Доказать, что 


КР\еи(х)} = е* КР + №и(х), 
где А — постоянно. 
1234. Доказать, что если в уравнении 
п р 
ау =. 0 
#=0 
положить 
== е!, 

где Е — независимая переменная, то это уравнение примет вид: 


аб - 1)... (Б-Е+Пу=0, 


Е=0 
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1. Теорема Ролля. Если: 1) функция Кх) определена и непрерывна 
на сегменте [а, 5]; 2) Кх) имеет конечную производную /’(х) внутри этого 
сегмента; 3) (а) = КЬ), то существует по меньшей мере одно число с из 
интервала (а, 5) такое, что 


(сх =0. 

2. Теорема Лагранжа. Если: 1) функция /(х) определена и непре- 
рывна на сегменте [а, 6]; 2) Кх) имеет конечную производную /'(х) на 
интервале (а, 6), то 

Ко) - Ка) = $ -а)!(‹<), гдеа < <Ь 
(формула конечных приращений). 

3. Теорема Коши. Если: 1) функции Кх) и 2(х) определены и непре- 
рывны на сегменте [а, 5]; 2) Кх) и &(х) имеют конечные производные 
['(х) и (<) на интервале (а, В); 3) 1” (х) + &”(х) = 0 приа <х<6; 
4) в(а) * 8(6), то 


(6) - Ка) и ге а<с<6. 
8(6)-#(а) #(с) 
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1235. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции 
Кх) = (х- Их -2)(х- 3). 
1236. Функция 


ут 
обращается в нуль при х; = -1 их, = 1, но тем не менее }(х) = 0 


при —1 <х < 1. Объяснить кажущееся противоречие с теоремой 
Ролля. 

1237. Пусть функция /(х) имеет конечную производную }{(х) 
в каждой точке конечного или бесконечного интервала (а, 5) и 


Вт Их)= Па Кх). 
ха +0 х—>6-0 

Доказать, что 

Г(с) = 0, 
где с — некоторая точка интервала (а, 6). 

1238. Пусть: 1) функция /(х) определена и имеет непрерыв- 
ную производную (п - 1)-го порядка {“"` 0(х) на сегменте [ху, х„]; 
2) [(х) имеет производную п-го порядка {"(х) в интервале (хо, Хх, 
и 3) выполнены равенства 

Ихо) = Г) =... = Их,) (№ <<... <Х,). 

Доказать, что в интервале (хо, х„} существует по меньшей ме- 

ре одна точка & такая, что 


РОЖЕ) = 0. 
1239. Пусть: 1) функция /(х) определена и имеет непрерыв- 
ную производную (р + 4)-го порядка /{® * 7(х) на сегменте [а, 6]; 


2) (х) имеет производную (р + 4 + 1-го порядка /@ * 7+ 1(х) в 
интервале (а, 6); 3) выполнены равенства 


Ка) = 1(а)= ... = 19а) = 0, 
КЬ) = РФ =... = (0) =0. 
Доказать, что в таком случае 
++ Т (с) =0, 


где с — некоторая точка интервала (а, 6). 
1240. Доказать, что если все корни многочлена 


Ее п-1 
Р‚(х) = ах" + ах +... а, (4% #0) 
с действительными коэффициентами а, (Е =0,1,..., п) вещест- 
венны, то его последовательные производные Р!(х), Р,'(х), ..., 


п-1 
ре (х) также имеют лишь вещественные корни. 
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1241. Доказать, что у многочлена Лежандра 


бо =? 17) 


все корни вещественные и заключены в интервале {-1, 1). 
1242. Доказать, что у многочлена Чебышева—Лагерра 


4” г 
Ё(х) ке. те (х”е ") 


все корни положительные. 
1243. Доказать, что у многочлена Чебышева—Эрмита 


Н,(х) = (те? ея) 
ах" 


все корни вещественные. 


1244. Найти на кривой у = х3 точку, касательная в которой 
параллельна хорде, соединяющей точки А (-1, -Г) и В (2, 8). 
1245. Верна ли формула конечных приращений для функции 


Ио = 


на сегменте [а, 6], если аб < 0? 
1246. Найти функцию 0 = 6(х, Дх) такую, что 
Их + Ах) - Кх) = АхГ(х + Ах) (0<0<1, 
если: 
а) /(х) = ах? + Бх с (а*0); 6)Кх)= хз; 


в) (х) = =; г) Их) = е*. 


1246. 1. Пусть /(х) Е С® (-0°0, +-09) и для любых х и | спра- 
ведливо тождество: 
Кх + №) - Кх) = АГ(х). 
Доказать, что 
Кх) = ах +Ь, 
гдеаиб — постоянные. 
2. Пусть /(х) Е С@® (—с°, + оо) и для любых х и В справедливо 
тождество: 
Кх +В) - Кх) = ВР (= + Я : 
Доказать, что 
Кх) = ах? + Вх + с, 


гдеа, Бис — постоянные. 
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1247. Доказать, что если х 2 0, то 


п ры 1 
1 в 5 , 
р эй в 2/х+0(х) 


где 1< 0(х) < 1 ‚ причем 
4 2 
у _ 1 . _ 1 
Пи 0(х)=-, Па 0(х)=-. 
х—>0 4 х> +0 2 
1248. Пусть 
3-х прибд<х<1, 
2 
9 = | 
- при 1 <х < +0. 


Определить промежуточное значение с формулы конечных при- 
ращений для функции {(х) на сегменте [0, 2]. 

1249. Пусть К(х) - /(0) = х//(Е(х)), где 0 < &(х) < х. Доказать, 

что если 

Кх) = х эт (шх) при х>0 и КО0)=0, 
то функция & = &(х) разрывна в любом сколь угодно малом ин- 
тервале (0, =), где & > 0. 

1250. Пусть функция Кх) имеет непрерывную производную 
[’(х) в интервале (а, 5). Можно ли для всякой точки & из (а, 6) 
указать две другие точки х, и х. из этого интервала такие, что 

х.)-И(х , 
ПИ ре (и, Ех 
хх, 
Рассмотреть пример: Их) = хз (-1<х< 1), гдеё = 0. 
1251. Доказать неравенства: 
а) вт х- ти < -и; 
6) ру’ '(х-у < Р-Р < рх`1(х-у), если0 <у<хир>1; 
в) [агсё5 а — агс < а -Ы} 


г) 8 < Ш ® < 1-8 еслио<Ь<а. 
а |) Ь 


1252. Объяснить, почему не верна формула Коши для функций 
к) = д и вх) = 
на сегменте [-1, 1]. 


1253. Пусть функция Кх) дифференцируема на сегменте 
[х, 2], причем х,х. > 0. Доказать, что 


1 
1-Х» 


х 


1 х2 
Кхо Их») 


= КО - 5/5, 


гдех, <Ё<х.. 
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1254. Доказать, что если функция /(х) дифференцируема, но 
не ограничена на конечном интервале (а, 6), то ее производная 
[(х) также не ограничена на интервале (а, 5). Обратная теорема 
не верна (построить пример). 

1255. Доказать, что если функция Кх) имеет в конечном или 
бесконечном интервале (а, 5) ограниченную производную /"(х), 
то Кх) равномерно непрерывна на (а, 65). 

1256. Доказать, что если функция Кх) дифференцируема в 
бесконечном интервале (х, +59) и 


то 


т.е. Кх) = о(х) при х —> +09. : 
1257. Доказать, что если функция Кх) дифференцируема в 
бесконечном интервале (ху, +50) и 
К») = о(х) при х-* +5, 
то 


На |’) = 0. 
х — +0 


В частности, если существует Иш /’(х)= А, то Ё=0. 


х—> +0 
1258. 1. Доказать, что если: 1) функция Кх) определена и не- 
прерывна на сегменте [х., Х]; 2) Кх) имеет конечную производ- 
ную /(х) в интервале (хо, Х); 3) существует конечный или бес- 
конечный предел 


Вт //() = Ро + 0), 


х— хо+ о 


то существует соответственно конечная или бесконечная одно- 
сторонняя производная р(хо) и 


(хо) = (Жо + 0). 


2. Показать, что для функции 


К(х) = агсйе Е хи К=0 


существует конечный предел 1т //(х), однако функция Кл) не 
х=1 


имеет односторонних производных [ (1) и #(1). Дать геометри- 


ческую иллюстрацию этого факта. Однако в этой точке сущест- 
вуют обобщенные односторонние производные (см. 1009.2). 
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1259. Доказать, что если }’(х) = О приа <х <Ь, то 
Их) = соп$% при а<х<6. 


1260. Доказать, что единственная функция К(х) (-©0 < х < +05), 
имеющая постоянную производную 


Ро) = Е, 
есть линейная функция 
Кх) = Ех + Ь. 
1261.1. Что можно сказать о функции [(х), если К"(х) = 0? 
2. Пусть Кх) Е С° (-00, + 09) и для каждого х сущест- 
вует натуральное число п, (п, < п) такое, что 
К" (х) = 0. 
Доказать, что функция Кх) есть полином. 
1262. Цоказать, что единственная функция 
у = и(х) (-09 < х < +09), 
удовлетворяющая уравнению 
у=Ау (А = соп8%), 
есть показательная функция 
у = Се, 
где С — произвольная постоянная. 


Указание. Рассмотреть (уе`^®)”. 
1263. Проверить, что функции 


Кх) = агоёЕ = Ей 
&(х) = агое х 
имеют одинаковые производные в областях: 1) х < 1; 2)х> 1. 
Вывести зависимость между этими функциями. 
1264. Доказать тождества: 


а) 2 агсёе х + агсзт = л 521 х при [х| 2 1; 


2х 
1+х2 
6) 3 агссоз х -— агссоз (3х — 4х3) = п при [х| < . 

1265. Доказать, что если: 1) функция /{(х) непрерывна на сег- 
менте [а, 6]; 2) имеет конечную производную /’(х) внутри него; 
3) не является линейной, то в интервале (а, 5) найдется по мень- 
шей мере одна точка с такая, что 

(с) > = Иа) 
-а 


Дать геометрическую иллюстрацию этого факта. 
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1266. Доказать, что если: 1) функция Кх) имеет вторую про- 
изводную }'(х) на сегменте [а, В] и 2) [(а) = }(5) = 0, то в интер- 
вале (а, 5) существует по меньшей мере одна точка с такая, что 


47’ 4 
|< > 5 |6) — Ка). 
(Б-а) 
1267. Автомобиль, начав двигаться из некоторого пункта А, 
закончил свой путь через время &, пройдя при этом расстояние 
5. Доказать, что в некоторый момент времени ускорение движе- 


4$ 
ния автомобиля было не меньше я‘ 


$ 7. Возрастание и убывание функции. Неравенства 


1. Возрастание и убывание функции. Функция Кх) называется 803- 
растающей (убывающей) на сегменте [а, 65], если 


Кх.) > Кх,) при а<х <х.<Ь 
(или соответственно Кх,} < Кх!) приа < х, <х. <Ь. 

Если дифференцируемая функция Кх) возрастает (убывает) на сег- 

менте [а, 6], то 
[’(х) 20 при а<х<Ь (или ['(х) < 0 приазх<Ь. 

2. Достаточный признак возрастания (убывания) функции. Если 
функция К(х) непрерывна на сегменте [а, 6] и внутри него имеет поло- 
жительную (отрицательную) производную [/(х), то функция /(х) возрас- 
тает (убывает) на [а, 6]. 


Определить промежутки монотонности в строгом смысле 
(возрастания или убывания) следующих функций: 


1268. у=2+х-л?. 1269. у = 3х - х3. 
1290. у ЕТ 1291.9 10 (х >20). 
1272. у=х + эп х. 1273. у=х + 6п 2х. 
1274. у = соз ®. 1275.у=®. 

Хх 2х 
1276. у = х"е* (п> 0, х20). 1277. у= х? — ш х2. 


1278. К(х) = «(р + эт шт х) ‚ если х>0и КО) =0. 


1279. Доказать, что при увеличении числа сторон п периметр 
р, правильного п-угольника, вписанного в окружность, возрас- 
тает, а периметр Р, правильного п-угольника, описанного около 
этой окружности, убывает. Пользуясь этим, доказать, что р, и 
Р, имеют общий предел при п ->* ©°. 
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1280. Доказать, что функция 


Хх 
о - 
х 
возрастает на интервалах (—5°, —1) и (0, +55). 
1281. Доказать, что целая рациональная функция 


Р(х) = а ах +... ах” (пая о) 


является монотонной (в строгом смысле!) в интервалах (-59, —ху) 
и (хо, +05), где х, — достаточно большое положительное число. 
1282. Доказать, что рациональная функция 


а+ах+...+а,х" 
Боб, +... +6” 


В(х) = (а, 7 0), 

отличная от тождественной постоянной, монотонна (в строгом 
смысле!) в интервалах (-50, —ху} и (хо, +59), где х, — достаточно 
большое положительное число. 

1283. Обязательно ли производная монотонной функции 
является монотонной? Рассмотреть пример: Кх) = х + эп х. 

1284. Показать, что если 9(х) — монотонно возрастающая 
дифференцируемая функция и 

|7’) < $^(х)] при х 2 ж, 
то 
[Иск — Коко < 6%) — Ф(ж) при х 2 о. 

Дать геометрическую интерпретацию этого факта. 

1285. Пусть функция /(х) непрерывна в промежутке а < х < +5 
и сверх того {”(х) > Ё > 0 при х> а, где # — постоянная. 

Доказать, что если Ка) < 0, то уравнение {(х) = 0 имеет один 
и только один действительный корень в интервале 

(а №). 
Г 

1286. Функция Кх) называется возрастающей в точке ху, 
если в некоторой окрестности [х — ху] < 6 знак приращения функ- 
ции АКхо) = (Хх) - Кхо) совпадает со знаком приращения аргу- 
мента Ахь = х- ж. 

Доказать, что если функция ((х) (а <х < 5) возрастает в каж- 
дой точке некоторого конечного или бесконечного интервала 
(а, 5), то она является возрастающей на этом интервале. 

1287. Показать, что функция 


Их) = х д? эт 2, если хжди (0) = 0, 
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возрастает в точке х = 0, но не является возрастающей ни в каком 
интервале (-, =), окружающем эту точку, где > 0 произвольно мало. 
Построить эскиз графика функции. 


1288. Доказать теорему, если: 1) функции ф(х) и \\(х) п-крат- 
но дифференцируемы; 2) Ф®(ху) = у (хо) (Е = 0,1, ... п - 1} 
3) $"(х) > 4 (х) при х > хо, то имеет место.неравенство 


ф(х) > у(х) прих> ж. 

1289. Доказать следующие неравенства: 
а) > 1+х прих 7х; 
бх- = < 11(1 + х) < х прих > 0; 


ра : 
вх чл <х при х> 0; 


г) шх>хх. при 0 <х<у; 


1 1 
д) (х° + у“) а > (х8- у) при х > 0, у>0и0<а < В. 
Дать геометрическую интерпретацию неравенств а) — г). 
1290. Доказать неравенство 


2 . 
нх<зшх<х при 0 <х<ь. 
п 


1291. Доказать, что при х > 0 имеет место неравенство 


1 х 1 х+1 
+В << (1+1. 
Хх Хх 

1292. У арифметической и геометрической прогрессий число 
членов и крайние члены соответственно одинаковы и все члены 
прогрессий положительны. Доказать, что у арифметической 
прогрессии сумма членов больше, чем у геометрической. 

1293. Исходя из неравенства 


п 


— (ах + В, > 0, 
1 
гдех, а, 6, (Е=1,..., п) вещественны, доказать неравенство Коши 


п 2 п п 
2 2 
(Ув) учу ы. 
К=1 #=1 =] 


1294. Доказать, что среднее арифметическое положительных 
чисел не больше среднего квадратичного этих же чисел, т. е. 


1х < 1 2 
п 2. г в 
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1295. Доказать, что среднее геометрическое положительных 
чисел не больше среднего арифметического этих же чисел, т.е. 


< Н(х Е 


Указание. Применить метод математической индукции. 


1296. Средней порядка з для двух положительных чисел а и 
Ь называется функция, определяемая равенством 


51! 
А (а, 6) = (=) ‚ если #0, 


ДАо(а, 6) = Им АХа, 6). 
5—0 


В частности, получаем: при $ = -1 среднее гармоническое; 
при $ == 0 среднее геометрическое (доказать!); при $ = 1 среднее 
арифметическое; при $ = 2 среднее квадратичное. 

Доказать, что: 

1) пит (а, Ь) < А, (а, Ь) < шах (а, 6); 

2) функция А, (а, 6) при а ? В есть возрастающая функция 
переменной $; 

3) Ши А, (а, 6) = пищ (а, 6); Пт А, (а, 6) = тах (а, 6). 

$ —-0 8 > [оо 


Указание. Рассмотреть т Про А, (а, 5}]- 


1297. Доказать неравенства: 
а) хг-1>9(х-П при а>22,х>1; 


6) "Их - а < х-а, еслип> 1, х>а> 0; 
в) 1+2 Шх< ох? при х>0. 


$ 8. Направление вогнутости. Точки перегиба 


1. Достаточные условия вогнутости. График дифференцируемой 
функции у = Кх) называется вогнутым вверх или выпуклым вниз (вог- 
нутым вниз или выпуклым вверх) на сегменте [а, 5], если отрезок кривой 


и= Их) а<х<5) 


расположен выше (соответственно ниже) касательной, проведенной в 
любой точке этого отрезка. Достаточным условием вогнутости графика 
вверх (вниз), в предположении существования второй производной 
(<), является выполнение неравенства 


Р”(х)>0 (ЁР’(х) < 0) при а<х<Ьв. 
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Мм 


2. Достаточное условие точки перегиба. Точки, в которых меняется 
направление вогнутости графика функции, называются точками пере- 
гиба. Точка хо, для которой либо {”’(хо) = 0, либо [””(хо) не существует, 
причем [’(хо) имеет смысл, есть точка перегиба, если /””(х) меняет свой 
знак при переходе через значение хо. 


1298. Исследовать направление вогнутости кривой 


у=1+ 3 
в точках А(-1, 0), В(1, 2) и С(О, 0). 


Найти промежутки вогнутости определенного знака и точки 
перегиба графиков следующих функций: 


= в. _ _ а 
1299. у = 3х2 - хз. 1300. у = = (а> 0). 
| 5 
1301. у=х + 3. 1302. у= М1 +х?. 
1303. у=х + эп х. 1304. у= г. 
1305. у= ш (1 +^х?). 
1306. у=х яп (шх) (х>0). 1307.у= х* (х>0). 
1308. Показать, что кривая 
—_ Х+Т 
у х?+1 


имеет три точки перегиба, лежащие на одной прямой. 
Построить график этой функции. 
1309. При каком выборе параметра Й «кривая вероятности» 


у= И (В > 0) 
к 
имеет точки перегиба х = +0? 


1310. Исследовать направление вогнутости циклоиды 
х=а(1-зшй, у=а(1- сов (а>0). 


1311. Пусть функция Кх) дважды дифференцируема в про- 
межутке а< х < +5, причем: 1) Ка) = А > 0; 2) [(а) < 0; 
3) Ё^(х) < 0 прих>а. 

Доказать, что уравнение {(х) = 0 имеет один и только один 
действительный корень в интервале (а, +55). 

1312. Функция Кх) называется выпуклой снизу (сверху) на 
интервале (а, 5), если для любых точек х! и х. из этого интервала 
и произвольных чисел А. и Л, (А. > 0, А. > 0, А, +А, = 1) имеет 
место неравенство 


Ола + Аах) < МИх,) + Их) 
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(или соответственно противоположное неравенство) 
КАлхи + Арх.) > А Их) + № Их»). 


Доказать, что: 1) функция К(х) выпукла снизу на (а, 6), если 
Р”(х) > 0, при а <х < БВ; 2) Кх) выпукла сверху на (а, 6), если 
[’”(х) < 0, приа<х<6. 

1313. Показать, что функции 


х" (п>1, е, хШшх 
выпуклы снизу на интервале (0, +59), а функции 
х" (0<п< 1, Шх 


выпуклы сверху на интервале (0, +05). 
1314.1. Доказать неравенства и выяснить их геометрический 
смысл: 


ати" +) > (21 (х> 0, у>0, ххут> 1; 


х Х+у 
бе >е? (ху); 


в) хшх+уШу> (х+и Ш а. еслих>0 и у>0. 
2. Пусть }’^(х) 2 0 приа < х <. Доказать, что 


ЕН < [Азе) + А 


при любых х1, х. Е [а, 6]. 

1315. Доказать, что ограниченная выпуклая функция всюду 
непрерывна и имеет односторонние левую и правую производ- 
ные. 

1316. Пусть функция /(х} дважды дифференцируема в интер- 
вале (а, 5) и [’^(Е) > 0, гдеа <Ё <6. | 

Доказать, что в интервале (а, 6) можно найти два значения 
х1 и х. такие, что 


На) 


2-Х! 


1317. Доказать, что если функция {(х) дважды дифференци- 
руема в бесконечном интервале (ху, +05) и 


Вт Кх)=0, Па Кх)=0, 
х—* +0 


х— хо 


то в интервале (ху, +00) имеется по меньшей мере одна точка & 
такая, что /^_(Ё) = 0. 
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$ 9. Раскрытие неопределенностей 


Правило Лопиталя. Случай 1-Й: раскрытие неопределенности ви- 


да о . Если: 1) функции Кх) и &(х) определены и непрерывны в некото- 


рой окрестности И.) точки а, где а — число или символ 0, и при х — 
а обе стремятся к нулю: 

Шт Их) = Ши &(х) = 0; 

ха ха 
2) производные }[’(х) и &'(х) существуют в окрестности И, точки а, за 


исключением, быть может, самой точки а, причем одновременно не об- 
ращаются в нуль при х # а; 3) существует конечный или бесконечный 


предел 
И т Ре) ь 
х—а 8'(х) 
то имеем 


Ца 22) = ци 2“). 
х-—а &(х) х-а 8(х) 


ся а [®.®) 
Случай 2-Й: раскрытие неопределенности вида = Если: 


1) функции Их) и #(х) при х -> а стремятся к бесконечности: 
Па ИКх) = Ша #(х) = ©, 
ха ха 
где а — число или символ 65; 2) производные [(х) и #’(х) существуют 
для всех х, принадлежащих некоторой окрестности И , точки а и отлич- 
ных от а, причем 
[2 (х) + а’ (х)=0 при хЕЦ, ихха; 


3) существует конечный или бесконечный предел 


т т 
х-а &'(х) 
то 
т 249 = цю 20). 
х-а 8(Х)  х-а 8’(Х) 


Аналогичные правила справедливы для односторонних пределов. 
Раскрытие неопределенностей видов 0 * ©°, © - оо, 1®, 0° ит. п. 
путем алгебраических преобразований и логарифмирования приводит- 
ся к раскрытию неопределенностей двух основных типов: 
0 [®.®) 


био. 


Ъ Под окрестностью И, точки а понимается совокупность чисел х, удов- 
1 
летворяющих неравенству: 1) 0 < х -а| < Е, если а — число; 2) [х| > =’ если 


а — символ 00. 
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Определить значения следующих выражений: 


1318. Вт Зах. 1319. Шт 5 - со5х, 
х—0 этбх х-0 22 
1320. Но 4Е-а. 1321. Шо ЗА Их 
хо х- эх х-0 За 4х - 12зшх” 
1322. {т т 1323. Ит квт Т. 
О 5 
1324. ши ЗЛЕх-т. 1325. Шо О Ве", 
1 2812х-1. х->0 х 
1326. Ни 1 - со5х2 1327. Ит агсз1п2х — Загсзшпх 
хо Х2ашх° Е. 3 : 
1328. Пт — = (м агсф г Е- МЬ агс г Ё). 
2—0 х/х 
1329. И ии (а>0). 1330. Шт и). 
х—0 пх-х+1 
Зи, ПОаю. 1332. № (6054) 
х—0 ш(зтбх) х-0 |1 (с086х)° 
1333. ши 508(5тх)- со5х 1334. п 1 № ==) 
Е—0 х4 кож фх вх)” 
1335. Ит Атзв (8х) - Атзй( шт) ‚ где Агзй х = ш (х + /1+х?). 
х->0 Вх - зпх 
1336. Па г (&Е>0). 1337. Ши 2 (а>0,п>0. 
х > +0 х-» фо 4х 
В 
д 
} е ; 2 >-0,01х 
1338. Ша Се 1339. ео х*е`8,01х, 
1340. Пт | шШшх Ш (-х). 1341. п м’ шх (Е >20). 
ие х > +0 
1342. Пт хм“. 1343. Шт х’ 1, 
х — +0 х—0 
и 
1344. Ши (х“- 1). 1345. шп хг-пе. 
ВИ х — +0 
1. 
1346. Ши хТ. 1347. Ша (2-х) “ 
И т 
1348. Пи (45 ху. 1349. Па (се х)я "=, 
х—1 х—>0 
4 


1350. Ни (№ 1). 1351. Пш (в ^ =)”. 
х 2х+1 


х с 


$9. Раскрытие неопределенностей 131 


ыы 


; о Е ах- хта ы 
ре м (==) | 9 тт (1 ЕЕ | 

вы П я 
1354. Пт (1 =т)- 1355. Шт (: =). 


1356. Пт (вв х- я : 


Ре ЕЯ 
1357. Пт = |: 
хост ЕЕ _ ва+х) 
1 
1358. Ш 2 (а>0). 1359. ши СЕНЕ. 
1360. Шт кт (а>0). 1361. На (2 атс № 
х—0 х—>* +0 
1362. Пи ‚ (В х). 
ия | ри 
1363. а) Шт ( | г, 6) Ши (218; 
х—0\ Хх х—>0 Хх 
ри ри 
в) Пт (=; г) Па (че), 
х—0 х х-0\ х 


1 
д) Ит (2) ”, где АгзН х = ш (х + /1 +52). 


Ух 
х 1/х 
1364. Пт [шах . 1365. Шт (: агссо$ х) | 
х—0 х-—0 
а 
1366. шп (28); Е: 1367. Ни — 11°Вх__. 
х—0 спх х—>0т сих — й/еЬх 


. 1+ ех` сфх | хх 
1368. а) Ши, [55° ; 6) Нм 


хо (шх)”” 
1369. Нт [+++ — Мх2+х+1 пет]. 
х— +2 
за ЕЯ 
1370. Иша [2+9 х ве" т 
х — ко 


1371. Найти Иш р ‚ если кривая у = Кх) входит при х —> Ов 


х—>0 


начало координат (0, 0) (Ит /(х)= 0) под углом ©. 
х—>0 
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1372. Доказать, что Нш х/® = 1, если непрерывная кривая 
х > +0 


у = Кх) входит при х -> +0 в начало координат ( Пи, Их) =0)и 
х>+ 


при 0 < х < & целиком остается внутри острого угла, образован- 
ного прямыми: у = -йхиу=Ах (Е 09). 

1373. 1. Доказать, что если для функции {(х) существует вто- 
рая производная [”"(х), то 

№(х) = Ит Кх+й)+ Кх- й)- 2/(х) | 
1—0 12 

2. Исследовать на дифференцируемость в точке х = 0 функ- 

цию: 


Е ‚ еслих 7 0; 
х е-1 

Кх) = 1 | 
5, если х =0. 


3. Найти асимптоту кривой 
хт+х р 
= (х>0). 
у (1+х)* ( ) 
1374. Исследовать возможность применения правила Лопи- 
таля к следующим примерам: 


и 
хыт= . 
| х : х- зпх 
а) Пт — ©; 6) шп СВХ; 
х-0 Зшх хм Х+атхХ 
: е-2х( совх + 2ашх) ета х 
в) Пт } : 
х > + е-*(созх + зшх) 


: 1+х+япхсозх 
г) |1 ИЕ СИТИЛОС 
хо (х+3зт хоз х)еяпх 


1375. Найти предел отношения площади кругового сегмента, 
имеющего хорду фи стрелку й, к площади равнобедренноготреуголь- 
ника, вписанного в этот сегмент, если дуга сегмента при неизменном 
радиусе Ё стремится к нулю. Пользуясь полученным результатом, 


вывести приближенную формулу для площади сегмента: 5 = : ьй. 


$ 10. Формула Тейлора 


1. Локальная формула Тейлора. Если: 1) функция /(х) определена 
в некоторой окрестности |х — х( < точки хо; 2) Кх) имеет в этой окрест- 
ности производные /(х), ..., "^ И(х) до (п - 1)-го порядка включительно; 
3) в точке ху существует производная л-го порядка /"\(х%), то 
п 
Кх) = у ак(х — хо)* + о(х — хо)", (1) 


#-0 
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где 
—_ № (5%) 
ит 


В частности, при ху = 0 имеем 


(&=0,1,..., п). 


пк) = У РО + о) (2) 
#0 . 


При указанных условиях представление (1) единственно. 
Если в точке хо существует производная /“" * 0(х.), то остаточный 
член в формуле (1) может быть взят в виде О*((х — хо)" *\). 


Из локальной формулы Тейлора (2) получаем следующие пять важ- 
ных разложений: 


Т. елки, +... + =. + о(х”). 
2! п! 
3 21-1 
П. зах=х- т +... 4+ (31-1 РТ 4 о(х?"). 
11. совх=1- 5. аа о + о(х?" + 1) 
ТУ. 1+х)”"=1+тх + ТТЦ И х? + 
и п алаЕы "+ о(х") 


У. ша +9-х-Е +... + (1-1 5 о). 
п 


2. Формула Тейлора. Если: 1) функция К(х) определена на сегменте 
[а, 61; 2) Кх) имеет на этом сегменте непрерывные производные }"(х), ..., 
1" 5(х); 3) при а < х < Ь существует конечная производная {“"(х), то 


п-1 
Ко - У Г (и - а + В, @<х<ь, 
#0 


где 


В, (х) = а ау (0<9< 1) 


(остаточный член в форме Лагранжа), или 
К"(а+9,(х-а)) 
(п-1)! 


(остаточный член в форме Коиии). 


в, (5) = 0," Цх - а)" (050, < 1) 


1376. Многочлен 
Р(х) = 1 + 3х + 5х? - 23 


расположить по целым неотрицательным степеням двучлена х + 1. 
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Написать разложения по целым неотрицательным степеням 
переменной х до членов указанного порядка включительно сле- 


дующих функций: 


1377. Кх) = Е до члена с х". Чему равно {((0)? 
хх? 


1х) 10° 
(1-2х)40(1+2х)60 
1379. "Уат+х (а> 0) до члена сх”. 


1380. (/1-2х+хз — 31 -Зх+х? до члена с х*. 


1381. е?=-х? до члена с х°. 


1378. до члена с х^. 


1382. —= т до члена с х4. 1383. 3/5 х3 до члена с х®. 
6*=- 

1384. ш соз х до члена с хб 1385. эт (11 х) до члена с х8. 

1386. 45 х до члена с х°. 1387. шп я до члена с 56. 


1388. Найти три члена разложения функции Кх) = Ух по це- 
лым неотрицательным степеням разности х - 1. 

1389. Функцию Кх) = х* - 1 разложить по целым неотрица- 
тельным степеням бинома х - 1 до члена с (х - 13. 


1390. Функцию у = а св = (а > 0) в окрестности точки х = 0 
приближенно заменить параболой 2-го порядка. 

1391. Функцию Кх) = + х? —х (х > 0) разложить по целым 
неотрицательным степеням дроби ы до члена с с : 


1392. Найти разложение функции Кй) = ш (х +1) (х> 0) по 
целым неотрицательным степеням приращения й до члена с 4" 
(п — натуральное число). 

1393.1. Пусть 


Кх +в) = Кх) + ВЕ) +... + п х + 64) 


(0 < 0 < 1), причем {1 1(х) * 0. 
Доказать, что 


т 90= 7 
> 0 п+1 


2. Пусть при х -> 0 имеем 
Кох) = + йх + о(х). 
Доказать, что 


мик 


= с". 


шт [760 
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3. Пусть /(х) Е С@Х0, 11, КО) = К] = 0, причем |!^^(х)| < А при 
хЕ (0, 1). Доказать, что , 
(Хх < р при 0 < х< 1. 
4. Пусть Кх) (-с° < х < +55) — дважды дифференцируемая 
функция и 
М.= зар [7х < +00 (Е=0,1,2). 


хх 


Доказать неравенство 
2 
М! < 2МьМ.. 


1394. Оценить абсолютную погрешность приближенных формул: 


хп 


2 
НЫ, Е при 9О<х< 1; 


бзтхях- = при |х| < 
в) щхях+ 2 при |х| < 


г Лех =1+ Е при 0 <х<1. 


1395.1. Для каких х справедлива с точностью до 0,0001 при- 
ближенная формула: 


2 
совх=1-? 


2. Доказать формулу 


Мат-х =а+ ЕЕ ЕЙ 
па"- 


п 


п-1 хх? 
(п22, а>0, х> 0), где 0 <г<-—. ——. 
212 а2п- 1 
1396. С помощью формулы Тейлора приближенно вычислить: 


а) 3/30; 6) $/250; в) 12/4000; 
г) Ме; д) чт 18°; е) ш 1, 2; 
ж) агс%я 0,8; 3) агсыш 0,45; и) (1, 1)72 
и оценить погрешность. 
1397. Вычислить: 
а) е с точностью до 1079; 
б) з1п 1° с точностью до 10*8; 
В) с08 9° с точностью до 105; 
г) /Б с точностью до 10—*; 
д) 12 11 с точностью до 10-5. 
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Используя разложения ГУ, найти следующие пределы: 


308: Ва 9 -о, 
-- х 


1399. пт Их- хх) 
: х—0 хз в 


8 
1400. Шт х? (МЕ + Е - 2х). 
х— +0 


1401. Пт (6/хб хз — 6/8 ХЗ). 
х — +2 


} 
1402. Пт Г + хе р Г 


хх 


1403. На +1912 (а>0). 


х 0 х? 


1404. Нм [& = иа(1 г 1]. 
Хх 


х-< 


1405. п (1 И ). 


хо \х эшх 
и и 
1406. а) Вт 1(1- с =); и Ее, 
х-О хх х-—>0 х? 
в) Ба бов, г) и Зах 
х—0 х* х->0 Хх‘ 


Для бесконечно малой при х —* 0 величины и определить глав- 
ный член вида Сх" (С — постоянная), если 
1407. у = ве(зш х) — зп (5 х). 


1408. у = (1+ х)*-1. 1409. у=1- (ХХ. 


[а 
1410.1. При каком подборе коэффициентов а и $ величина 


х - (а+6с05 х) ап х 


будет бесконечно малой 5-го порядка относительно х? 


2. Подобрать коэффициенты А и В так, чтобы при х -> 0 имело 
место асимптотическое равенство 


сих = 1 Ах? 
х+Вхз 


+ О(х5). 


3. При каких коэффициентах А, В, Си О справедлива при 
х — О асимптотическая формула 


сх = 1ЖАх+ Вх? 


+ 5). 
ПИРИ а. 
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1411. Считая |х| малой величиной, вывести простые прибли- 
женные формулы для следующих выражений: 


В П+х_ ПХ. 
2) та (В+х)? 2% Я т Мт-+х” 


А о" 12 
в) -11- (1 4 =) р г) ——_. 
-| 100 | вв (1+ 25] 


1412. Считая х малым по модулю, вывести приближенную 
формулу вида 


х=азшх + Вх 


с точностью до члена с х°. 

Применить эту формулу для приближенного спрямления дуг 
малой угловой величины. 

1413. Оценить относительную погрешность следующего пра- 
вила Чебышева: круговая дуга приближенно равна сумме боко- 
вых сторон равнобедренного треугольника, построенного на хор- 


де этой дуги и имеющего высотой йе ее стрелки. 


$ 11. Экстремум функции. 
Наибольшее и наименьшее значения функции 


1. Необходимое условие экстремума. Говорят, что функция (х) имеет 
в точке хо экстремум (максимум или минимум), если функция определена 
в двухсторонней окрестности точки ху и для всех точек х некоторой об- 
ласти: 0 < |[х - х| < 8, выполнено соответственно неравенство 

Их) < Их) или Кх)> Ихо). 
В точке экстремума производная /"(хо) = 0, если она существует. 

2. Достаточные условия экстремума. Первое правило. Если: 1) функ- 
ция /(х) определена и непрерывна в некоторой окрестности [х -х|< 8 
точки хо такой, что производная {’(хо) равна нулю или не существует 
(притическая точка); 2} Кх) имест конечную производную [(х) в области 
Ох -ж <; 3) производная /{"(х) сохраняет определенный знак слева 
ОТ Хо и справа от ху, то поведение функции Кх) характеризуется сле- 
дующей таблицей: 


Знак производной 


Экстремума нет 


Максимум 


Минимум 


Экстремума нет 
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Второе правило. Если функция Кх) имеет вторую производную 
[’’(х), причем в некоторой точке хо выполнены условия 


(хо) = 0 и Ро) #0, 

то в этой точке функция Кх) имеет экстремум, а именно: 
максимум, когда {”(хо) < О, и минимум, когда (хо) > 0. 

Третье правило. Пусть функция К(х) имеет в некотором интервале 
[х — хо < 5 производные {(х), ..., {["` Цх) и в точке хо производную Ё"Ххь), 
причем 

(хо) = 0 (Е =1,.... п- №), АЗ) = 0. 

В таком случае: 1) если п — число четное, то в точке ху, функция Кх) 
имеет экстремум, а именно: максимум при /("(х,) < би 
минимум при {"(х,) > 0; 2) если п — число нечетное, то в точке ху 
функция (х) экстремума не имеет. 

3. Абсолютный экстремум. Наибольшее (наименьшее) значение на 
сегменте [а, 5} непрерывной функции {(х) достигается или в критиче- 


ской точке этой функции (т. е. там, где производная /'(х) или равна ну- 
лю, или не существует), или в граничных точках а и 6 данного сегмента, 


Исследовать на экстремум следующие функции; 

1414. у=2+х-хе. 

1415. у = (х- 1}. 

1416. у= (х- 1). 

1417. у=х” (1-х)" (тил — целые положительные числа). 
1418. у = со8 х + сВх. 

1419. и= (х+1)е*, 

1420. у= (2 +х+ г БЕ ге `* (п — натуральное число). 


1421. у= | 


1 2 
1422. у=х? (1-х)3. 
1423. Исследовать на экстремум в точке х = х› функцию 
Кх) = (х - х)"$(х) 
(п — натуральное число), где функция $(х) непрерывна при х = ху 
и $9(х) > 0. 
1424. Пусть (х) = 20), их х) = 210) и хо — стационарная 
@(х)’ 9»(х) 
точка функции К(х), т.е. Р‚(хо) = 0, ©(х,) 0. 
Доказать, что 
зп (хо) = зёп Р1 (хо). 

1425. Можно ли утверждать, что если функция /(х) в точке 
хо имеет максимум, то в некоторой достаточно малой окрестнос- 
ти этой точки слева от точки х, функция /(х) возрастает, а справа 
от нее убывает? 
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Рассмотреть пример: 
Их) = 2 4? [2+ эп =), если хи 0и КО) = 2. 


1426. Доказать, что функция 


(хх) = е ‚ еелих и 0и КО) =0, 


имеет в точке х = 0 минимум, а функция 


1 
а(х) = хе =*, еслих * 0и 5(0) = 0, 


не имеет в точке х = 0 экстремума, хотя 
Ко) = 0, #(0) =0 (п=1,2, ...). 


Построить графики этих функций. 
1427. Исследовать на экстремум функции: 


а) /(х) = СЕ (73 + яп г приходи К0) = 0; 


а (3 + соз 1 при х #0и 0) = 0. 


Построить графики этих функций. 
1428. Исследовать на экстремум в точке х = 0 функцию 


Кх) = |х| [2 + соз ы ‚ еелих иди КО) =0. 


Построить график этой функции. 


Найти экстремумы следующих функций: 
1429. у=х? - 6х? + 9х-4. 1430. у= 2х? - д“. 


1431. у = х(х - 12-2). — 1432. у=х+ .. 


1433. 1484. у- К-т. 

1435. и = 2х-х?. 1436. у= хЗ/х-1. 

1437. у = хе". 1438. и= Их Шшх. 

1439. у = вх. 1440. у = с0з х + 5 соз 2х. 

1441. = — №. 1442. у=агсва х- 1 ш(1+42). 
1+ #12 х 2 


1443. у = е* зщ х. 1444. у= хе" - 1. 


140 РАЗДЕЛ П. ДИФФ. ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 


Найти наименьшие и наибольшие значения следующих 
функций: 

1445. К(х) = 2* на сегменте [-1; 5]. 

1446. Кх) = х? - 4х +6 на сегменте [-3; 10]. 

1447. /(х) = |х? - Зх + 2] на сегменте [-10; 10]. 


1448. (х)=х+ - на сегменте [0,01; 100]. 


1449. (х) = 5-4х на сегменте [-1; 1]. 


Найти нижнюю грань (1) и верхнюю грань (зир) следующих 
функций: 
1450. /(х) = хе’ на интервале (0, +05). 


1451. Кх) = (1 +х+ .: Ч аие Е =, е * на интервале (0, +05). 


1452. К(х) = м на интервале (0, +55). 


1453. /(х) = е-** соз х? на интервале (—00, +09). 
1454. 1. Определить нижнюю и верхнюю грани функции 


КЕ) = т. на интервале х < & < +<°. Построить графики функций 
М(х) = зар, КЮ и т(х)= 1 5. 
2. Пусть 
М, = зар (хх), Е=0, 1,2, .... 


Найти Му, М, и М,, если Кх) = е®. 
1455. Определить наибольший член последовательности: 


п10 п 
— =]1,2, ...); 6) —\^ =1,2, ...); 
ы 2" о. ) ТТ ба 


в) \/п (п=1,2, ...). 
1456. 1. Доказать неравенства: 
а) 3х — х|<2 при [|< 2; 


6) < + (1-х кЬ если О<х<1ир> К 


п п 
а ет "1" при т>0, п>0и0<х<а; 
г) 2-@ < "ипча" <х-а (х> 0, а>0,п> 1} 


д) [а зп х + 6 сов х| < /а?+ь?. 
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2. Доказать неравенства 
2 

2 < +1 хо 
3 ж+х+1 
при -©® <х< +00. 

1457. Определить «отклонение от нуля» многочлена 

Р(х) = (х — 1х + 2) 

на сегменте [-2, 1], т.е. найти 
Ер= р |Р(х)|. 
25 х<1 


1458. При каком выборе коэффициента 9 многочлен 
Р(х) = Хх + а 
наименее отклоняется от нуля на сегменте [-1, 1], т. е. 
Ер-= зир [Р(х) = пт. 


1459. Абсолютным отклонением двух функций Кх) и &(х) 
на сегменте [а, 6] называется число 


А зпр [/() - 802). 
Определить абсолютное отклонение функций: 
Кох) = хи а(х) = 
на сегменте [0, 1]. 
1460. Функцию 
Кох) = х 
на сегменте [х,, х›|] приближенно заменить линейной функцией 
&(х) = (<) + хх +Ь 


так, чтобы абсолютное отклонение функций Кх) и #(х) (см. пре- 
дыдущую задачу) было наименьшим, и определить это наимень- 
шее абсолютное отклонение. 

1461. Определить минимум функции 


Кх) = тах {21 |1 + х}. 


Определить число вещественных корней уравнения и отде- 
лить эти корни, если: 

1462. хз — 6х2 + 9х - 10=0. 

1463. хз — 3х? - 9х+В=0. 

1464. 3х* - 4х3 — 6х? + 12х-20=0. 

1465. х? — 5х =а. 

1466. шх = #х. 

1467. е* = ах?. 

1468. 3113 х: созх=а при 0 < х<л. 

1469. св х = йх. 
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1470. При каком условии уравнение 


х +рх +9=0 
имеет: 
а) один вещественный корень; 
6) три вещественных корня? 
Изобразить соответствующие области на плоскости (р, 4). 


$ 12. Построение графиков функций 
по характерным точкам 


Для построения графика функции и = Кх) нужно: 1) определить об- 
ласть существования этой функции и исследовать поведение функции 
в граничных точках последней; 2) выяснить симметрию графика и пе- 
риодичность; 3) найти точки разрыва функции и промежутки непре- 
рывности; 4} определить нули функции и области постоянства знака; 
5) найти точки экстремума и выяснить промежутки возрастания и убы- 
вания функции; 6) определить точки перегиба и установить промежут- 
ки вогнутости определенного знака графика функций; 7) найти асимп- 
тоты в случае существования их; 8) указать те или иные особенности 
графика. В частных случаях общая схема упрощается. 

В задачах, отмеченных звездочкой, точки перегиба определяются 
приближенно. 


Построить графики следующих функций: 


1471. у = 3х - х2. 1472. у-1+42-2. 
1473. у= (+ 1х - 2). 1474*. у= и 
1475*.у= Не. 1476*.у= Е 
1477. у= я. 1478. = (1==). 

1479. у еТ. 1480. Ат. 
1481. у= т. 1482*. у= Я. 

1483. у=- № 10 +.1. 1484 у=(х-З Ш. 


1485. ау=+./8х2-х4; бу= ха 


2+1. 
1486. у==/х-1)(х-2)(х-3). 1487%. у= З/хЗ - хё-х+1. 
2 2 
1488. у = З/х? — З/х2 +1. 1489. у = (х+2)3 —(х-2)3. 


$ 12. Построение графиков функций по характерным точкам 


2 
3 


2 
1490. у = (х+ 1): - (х-1) 


хх? -1 


22-1 


а ХЗ 
1494. у=1 а. 
= [+3 
1496*. у т 


1498. у = (7 +2 со х) эт х. 


1492. у= 


1500. у = со5х - 5 соз 2х. 


1502. у = эп х.з 3х. 1503. 
— <05х. _ _зшх 
р соз2х ' бу 2+ созх ° 
1505. у= 2х — 1х. 1506. 
1507. у = (1+ х2)е-®. 1508. 


1491. 


1493. 


1495. 


1497. 


1499. 


1501. 


2 : 
1509. аа у=хзе7; б)у=е?“ эт? х. 


ех 


1510. у= Ее 1511. 
шх 

1512. и= — 1513. 
и: 

1514. у= /х?+1 -ш(х+ Мх2+1). 

1515. у = АСЗ Шх . 1516. 
ь 1-х? 

1517. у = р + агсс45 х. 1518. 

1519. у = агсэт т 2х 1520. 


+52° 


1 
1521. у= (х + 2)ех. 
1523*. у= ш 2-32, 


х+1 


1524. у = а агсэт й — Ма?-х? (а>0). 


= 1-х 
1525. у = агссов м. 


1522. 


1526. 


143 


х 
у- . 
3/21 
3 
— [1+2 
у = д 
Ух 
о а 
у +1 


у=зшх + со8? х. 
утатя + шт 3х. 


у = 31114 х + 6081 х. 


у= эпх 
| ие 
хе 
5®( +1) 
у= е2х-=? , 
ухе". 
у= 1-е”. 


у= п (х+ Мх? +1). 


у=х + агс{5 х. 


у=х агсёё х. 


1-х? 
1+х2° 


у= 2+1 2-1. 


у = агссоз 
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1 Е 
1527*. у= дх. 1528. у= (1 +х)х. 
.. 1\* 
1529%. ух (1+1) («> 0). 


1 


1530*. у = 


е! -х? 
+ 


а (без исследования вогнутости). 
х 


Построить кривые, заданные в параметрической форме: 


1531. х= 6+1 у= 9-1" 
4 | | 


4 
1532. х= 2-й, у=Зё- В. 
ееы, 8 Е. 
1533*. х и" у т 
__в ый 
1534. =, = 


1535. х=ф+е\, у=2+е". 
1536. х = а соз 21, у=ас03 31 (а>0). 


1537. х = со8* ф, у = 3101, 

1538. = Е Ш Ь и". 

1539. х= —“_, у=а 131 (а>0). 
с083 


1540. х=а (81 1- В, у=а (св Е-1) (а >00). 


Представив уравнения кривых в параметрической форме, по- 
строить эти кривые, если: 

1541. х + у - Заху=0 (а>0). 

Указание. Положить у = {х. 

1542. ху = жи. 1543. х?у? = х3 — у3. 

1544. №=и” (х>0,у>0). 

1545. Построить график кривой: 

сВЁх — су =1. 


Построить графики функций, заданных в полярной системе 
координат (ф, г) (г20]): 
1546. г= а+Ьсозф (0 <а<ь6.. 


1547. г=а зш 39 (а>0). 1548. г= С (а>0). 
^/соз3ф 


1549*. г= Ч, геф>1 (а>0.). 


1550*. ф = агссоз”- 1. 
г2 


$ 13. Задачи па максимум и минимум функций 145 


Построить графики семейств кривых (а — переменный 
параметр): 
1551. у = х? - 2х +а. 1552. у-х+@. 


1553. у=х+ М/а(1-х?). 1554. у= р +е“*. 


1555. у=хо". 


$ 13. Задачи на максимум и минимум функций 


1556. Доказать, что если функция Кх) неотрицательна, то 
функция 


Е(х) = СР(х) (С>0) 


имеет в точности те же точки экстремума, что и функция {[(х). 
1557. Доказать, что если функция 9(х) — монотонно возрас- 
тающая в строгом смысле при —с° < х < +05, то функции 


Кх) и $(()) 
имеют одни и те же точки экстремума. 

1558. Определить наибольшее звачение произведения т-й и 
п-й степеней (т > 0, п> 0) двух положительных чисел, сумма 
которых постоянна и равна а. 

1559. Найти наименышее значение суммы т-й и п-й степеней 
(т > 0, п > 0) двух положительных чисел, произведение которых 
постоянно и равно а. 

1560. В каких системах логарифмов существуют числа, рав- 
ные своему логарифму? 

1561. Из всех прямоугольников данной площади 5 опреде- 
лить тот, периметр которого наименьший. 

1562. Найти прямоугольный треугольник наибольшей пло- 
щади, если сумма катета и гипотенузы его постоянна. 

1563. При каких линейных размерах закрытая цилиндриче- 
ская банка данной вместимости У будет иметь наименьшую пол- 
ную поверхность? 

1564. В данный круговой сегмент, не превышающий полу- 
круга, вписать прямоугольник с наибольшей площадью. 

1565. В эллипс 

х + у? =: 

а? р? 
вписать прямоугольник со сторонами, параллельными осям эл- 
липса, площадь которого наибольшая. 
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1566. В треугольник с основанием в и высотой Я вписать пря- 
моугольник с наибольшим периметром. 

Исследовать возможность решения этой задачи. 

1567. Из круглого бревна диаметра @ вытесывается балка 
с прямоугольным поперечным сечением, основание которого рав- 
нофи высота й. При каких размерах балка будет иметь наиболь- 
шую прочность, если прочность ее пропорциональна 6#?? 

1568. В полушар радиуса В вписать прямоугольный паралле- 
лепипед с квадратным основанием наибольшего объема. 

1569. В шар радиуса В вписать цилиндр наибольшего объема. 

1570. В шар радиуса В вписать цилиндр с наибольшей полной 
поверхностью. 

1571. Около данного шара описать конус наименьшего объ- 
ема. 

1572. Найти наибольший объем конуса с данной образующей [. 

1573. В прямой круговой конус с углом 20. в осевом сечении 
и радиусом основания В вписать цилиндр с наибольшей полной 
поверхностью. 

1574. Найти кратчайшее расстояние точки М(р, р) от пара- 
болы у? = 2рх. 

1575. Найти кратчайшее и наибольшее расстояния точки 
А(2, 0) от окружности х? + у =1. 


1576. Найти наибольшую хорду эллипса 5, + Е =1(0<6<а), 


проходящую через вершину В (0, -6). 


х2 


1577. Через точку М(х, у) эллипса = = = 1 провести ка- 
а 


сательную, образующую с осями координат треугольник, пло- 
щадь которого наименьшая. 

1578. Тело представляет собой прямой круговой цилиндр, за- 
вершенный сверху полушаром. При каких линейных размерах 
это тело будет иметь наименьшую полную поверхность, если 
объем его равен И, 

1579. Поперечное сечение открытого канала имеет форму 
равнобедренной трапеции. При каком наклоне ф боков «мокрый 
периметр» сечения будет наименьшим, если площадь «живого 
сечения» воды в канале равна ©, а уровень воды равен #? 

1580. Извилистостью замкнутого контура, ограничивающе- 
го площадь $, называется отношение периметра этого контура 
к длине окружности, ограничивающей круг той же площади 5. 

Какова форма равнобедренной трапеции АВСЛ (АР | ВС), об- 
ладающей наименьшей извилистостью, если основание АД = 2а 
и острый угол ВАД = а? 
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1581. Какой сектор следует вырезать из круга радиуса В, что- 
бы из оставшейся части можно было свернуть воронку наиболь- 
шей вместимости. 

1582. Завод А отстоит от железной дороги, идущей с юга на 
север и проходящий через город В, считая по кратчайшему рас- 
стоянию, на расстояние а. Под каким углом ф к железной дороге 
следует построить подъездной путь от завода, чтобы транспор- 
тировка грузов из А в В была наиболее экономичной, если стои- 
мость провоза тонны груза на расстоянии 1 км составляет по 
подъездному пути р р. по железной дороге 4 р. (р > 4} и город В 
расположен на расстоянии Ь севернее завода А? 

1583. Два корабля плывут с постоянными скоростями ции 
по прямым линиям, составляющим угол 9 между собой. Опреде- 
лить наименьшее расстояние между кораблями, если расстояния 
их от точки пересечения путей в некоторый момент были соот- 
ветственно равны аиф. 

1584. В точках А и В находятся источники света соответ- 
ственно силой 5, и 5, кандел. На отрезке АВ = а найти наименее 
освещенную точку М. 

1585. Светящаяся точка находится на линии центров двух 
непересекающихся шаров радиусов В иг(В> г) и расположена 
вне этих шаров. При каком положении точки сумма освещенных 
частей поверхности шаров будет наибольшая? 

1586. На какой высоте над центром круглого стола радиуса 
а следует поместить электрическую лампочку, чтобы освещен- 
ность края стола была наибольшей? 


Указание. Освещенность выражается формулой 


1-1 эф р 
72 


где ф — угол наклона лучей к плоскости стола, г — расстояние источ- 
ника света от освещаемой площадки, По — сила источника света. 


1587. К реке шириной а построен под прямым углом канал 
шириной 5. Какой максимальной длины суда могут входить в 
этот канал? 

1588. Суточные расходы при плавании судна состоят из двух 
частей: постоянной, равной ар., и переменной, возрастающей 
пропорционально кубу скорости. При какой скорости о плавание 
судна будет наиболее экономичным? 

1589. Груз, лежащий на горизонтальной шероховатой плос- 
кости, требуется сдвинуть с места приложенной силой. При ка- 
ком наклоне этой силы к горизонту ее значение будет наимень- 
шим, если коэффициент трения груза равен А? 

1590. В чашку, имеющую форму полушара радиуса а, опущен 
стержень длины [> 2а. Найти положение равновесия стержня. 
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$ 14. Касание кривых. Круг кривизны. Эволюта 


1. Касание п-го порядка. Говорят, что кривые 
у= ф(х) и у=\у(х) 
имеют в точке х, касание п-го порядка (в строгом смысле!), если 
(хо) = (хо) (Е = 0, 1, ..., п) и Ф"* (хо) ® \" * Б(хо). В этом случае 
при х -* хо имеем: 
(<) — 4(х) = Ох — хо" "1. 
2. Круг кривизны. Окружность 
(х- В+ (у-и) = А, 

имеющая с данной кривой и = Кх) касание не ниже 2-го порядка, назы- 
вается кругом кривизны в соответствующей точке. Радиус этого круга 
З 


в_ 6+2)? 
РМ 


1 Я 
называется радиусом кривизны, а величина # = Е”? кривизной. 


3. Эволюта. Геометрическое место центров (&, |) кругов кривизны 
(центры кривизны) 


, #2 12 
т 
у у 
называется эволютой данной кривой и = Кх). 


1591. Подобрать параметры А и 6 прямой 
у=Ах+б 
так, чтобы она имела с кривой 
у= д? - 3х2 +2 
касание порядка выше первого. 
1592. При каком выборе коэффициентов а, 6 и с парабола 
у = ах? + 6х +с 
имеет в точке х = ху касание 2-го порядка с кривой и = ег”? 
1593. Какой порядок касания с осью Ох имеют в точке х =0 


кривые: 
а) у=1- со5 х; бу=шх-зшх; 


ие“ (1 +х+ =)? 


1 
1594. Доказать, что кривая у=е =" прих*0иу= 0 прих=0 
имеет в точке х = 0 сосью Ох касание бесконечно большого порядка. 
1595. Найти радиус и центр кривизны гиперболы 
ху=1 


в точках: а) М (1, 1); 6) М (100; 0,01). 
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Определить радиусы кривизны следующих кривых: 
1596. у? = 2рх (парабола). 
1597. © + #. =1 (а26>0) (эллипс). 


а? 
1598. вы й: = 1 (гипербола). 

а? 

2 2 2 

1599. хз уз =а3 (астроида). 
1600. х = а со Б у=ф за Е (эллипс). 
1601. х=а (1 - эт В, у=а(1- соз 8 (циклоида). 
1602. х = а (со +Ёэш И, и=а (511 #- 1с08 #) (эвольвента круга). 
1603. Доказать, что радиус кривизны линии 2-го порядка 


у’ = 2рх- 4х 
пропорционален кубу отрезка нормали. 


1604. Написать формулу радиуса кривизны линии, заданной 
в полярных координатах. 


Определить радиусы кривизны кривых, заданных в поляр- 
ных координатах (параметры положительны): 

1605. г = аф (спираль Архимеда). 

1606. г = ае"® (логарифмическая спираль). 

1607. г=а (1+ с0$ $) (кардиоида). 

1608. /? = а? соз 24 (лемниската). 

1609. На кривой у = Ш х найти точку, кривизна в которой 
наибольшая. 


1610. Максимальная кривизна кубической параболы у = и 


(Озх +55, # > 0) равна . Найти точку х, в которой достига- 


1 
1000 
ется эта максимальная кривизна. 

Составить уравнения эволюты кривых: 
1611. у? =2рх (парабола). 


1612. +! = 1 (эллипс). 
а? 62 


й 
3 


1613. хз уз =а 
1614. х=аш ео (а? - у? (трактриса). 


1615. г = ае"® па спираль). 
1616. Доказать, что эволюта циклоиды 


х=а(Е-з11, у=а(1- со 8 


(астроида). 


есть также циклоида, отличающаяся от данной только положением. 
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$ 15. Приближенное решение уравнений 


1. Правило пропорциональных частей (метод хорд). Если функция 
Кх) непрерывна на сегменте [а, 6] и 


Ка)КЬ) < 0, 

причем / (х) = 0 приа <х < В, то уравнение 
Кх) =0 (1) 

имеет один и только один действительный корень & в промежутке (а, Ь). 
За первое приближение этого корня можно принять значение 

х =а+8,, 
где 

И ба) 

КВ) - Ка) 

Применяя далее этот способ к тому из промежутков (а, х,} или (х\, 6), 
на концах которого функция [(х) разнозначна, получим второе прибли- 
жение х. корня 6 ит. д. Для оценки п-го приближения х,„ справедлива 
формула 


(2) 


где т = 11, |/”(х)], причем 
а<х< 


2. Правило Ньютона (метод касательных). Если /^*(х) 7 0 на сег- 
менте [а, 65] и Ка)/”(а) > 0, то за первое приближение &, корня & урав- 
нения (1) можно принять значение 

ав 
Г (а) 

Повторяя этот прием, получаем быстро сходящиеся к корню & по- 
следовательные приближения &, (п = 1,2, ...), точность которых оцени- 
вается, например, по формуле (2). 

Для грубой ориентировки полезно нарисовать набросок графика 
функции и = Кх). 


Пользуясь методом пропорциональных частей, определить 
с точностью до 0,001 корни следующих уравнений: 

1617. ^ —- 6бх+2=0. 1618. м -х-1=0. 

1619. х- 0,1 3шх=2. 1620. сов х= де. 

Пользуясь методом Ньютона, определить с указанной точно- 
стью корни следующих уравнений: 


1621. х2 + 41 


я 10х (с точностью до 1073). 


1622. х | х = 1 (с точностью до 10%. 
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1623. созх сн х = 1 (сточностью до 10`3) (два положительных 
корня). 
1624. х+е*= 0 (с точностью до 10`°). 
1625. х 4 х=1 (с точностью до 105). 
1626. С точностью до 0, 001 найти три первых положитель- 
ных корня уравнения 
$9 х=х. 


1627. С точностью до 10-3 найти два положительных корня 
уравнения 


1 х 
$ ==--=. 
сх а 
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НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


$ 1. Простейшие неопределенные интегралы 


1. Понятие неопределенного интеграла. Если функция {(х) опреде- 
лена и непрерывна на промежутке (а, 5) и Ё(х)} — се первообразная, т. е. 
Ех) = Кх) приа < х<Ь, то 


[кочт- вос, а<х<Ь, 


где С — произвольная постоянная. 


2. Основные свойства неопределенного интеграла: 
а) а | Кх) ах = Кх) ах: б) [аФ69 = $(х) + С; 
в) [^тэ 4х=А [о 4х (А= соп56; АХ 0). 
г) [ПИ + «со]ах = [Изд ах + [ «0 ах. 


3. Таблица простейших интегралов: 


х"-! 
1. р 4х = —— НС Ш”-|. 
п+1 


п. < - ШС 0). 
Ш 4х [| ага х+сС, 
. 1+5?  |-агсофе х+ С. 
г Та Я +С. 
1-х? 2 Т-х 
$ 4х _ _ агс$11 х + С, 
П-х |-агссоз х +С. 
и ие 
х21 


УИ. [1 &- = +С @>0, а=1}; [к-т 
та 


УП. [хх - ов + С. 1х. [соя хат - вх С. 


ы а 
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Е ое п Ре: 
$112 х с052 х 
ХИ. [= х 4х = Вх + С. хи. | ов х ах ЕЗНХ + С. 
хе 1 Чо азеаье. ху. Г 4х ШхтС. 
Вх сВ2х 


4. Основные методы интегрирования. 
а) Метод введения нового аргумента. Если 


[о 4х = Е(х) + С, 
то 
ро Чи = Е(и) + С, 


гдеи = ф(х) — непрерывно дифференцируемая функция. 
6) Метод разложения. Если 


Их) = Вх) + ых 


то 
[^ 4х = [лс ах + [ес 4х. 
в) Метод подстановки. Если Кх) нспрерывна, то, полагая 


х- (0, 


где 9(Ё) непрерывная вместе со своей производной Фф'(!), получим 
| Их) ах = | ею”) а. 


г) Метод интегрирования по частям. Если ии о — некоторые дис»- 
ференцируемые функции от х, то 


| ци =ио- | фи. 


Применяя таблицу простейших интегралов, найти следуо- 
щие интегралы: 


1628. [з — к?) ах. 1629. [7 — х)! ах. 
1630. [а - 21 - 2541 - 3х} ах. 1631. [(: == ах. 
1632. [2 чесно ад. 1633. ры ах. 
1634. еееы а. 1635. И в: 

т 


1636. т =) т 1637. | я-а О 
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то 
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1638. | НЯ д, 1639. | ть 
х: 1+х? 
1640. | хех 1641. Е ах 
1-х? _1 
2 ей 
1642. = + 1 
1- МТ ха 
1643. НИ АИ 1644. [© + 3)? ах. 
/х*-1 
х+1 х-1 Зх 
1645. | нЕ 1646. | +1 
10х ех+1 
1647. [а + зщ х + 08 х) ах. 
1648. [л —эт2х 4х О<х<л). 
1649. | се? х ах. 1650. | 42? хах. 
1651. | зв х+бс х) ах. 1652. [= х ах. 


1653. [с х ах. 


1654. Доказать, что если 


[о 4х = Р(х) + С, 


[ах+ 5) ах = С Р(ах + Ь+С (а>0). 


Найти интегралы: 


1655. т: 1656. [© — 3)10 ах. 
х+а 
1657. [7-3 ах. 1658. | ы 
№2-5х 
1659. | в. 1660. | а. 
(5х2)? ре 
пб мы 
1663. | а, 1664. |= | 
^/2 -— 3х2 (/3х2-2 


1665. [< +е**) ах. 1666. | (зт5х — зт5а) ах. 
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Е ЕЕ ЕВЕ СЕЛЕН ЕЕ ЕВЕ НЕЕ ВНЕ АЕНЫНЕ ЕН ОНИ ЕВЕ КЧВЕНЕ 


1667. | 


= + :] 
4 


— созх ° 


1669. |= 


1668. а 


г 


Те. 


1670. |1 


о, 


1672. : 


снг 


1673. : 
вн 
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Путем надлежащего преобразования в вы- 
ражения найти следующие интегралы: 


1674. | хх. 
1-х? 
хах 
1676. | Ат. 
1678. [| хах.. 


1680. а 


= ух. 
ах 
х 


Указание. ^^“ = 24(./Х). 
Мх 


ах 
1688. | а 
хх? -1 
1685. | не 
(х? 1)? 
| х 
Мх(1+х) 
1689. | хе-=? ах. 


1687. 


1691. 


[= Е 
1693. [7 1х сх 


1695. | з115 х сов х ах. 


1697. | и хах. 


1699 | Эт х + 03 у. 
3/11 Хх — созх 


1675. | 52 ЗП у х8 ах. 


хах 
1677. | не. 
хзах 
1679. № и. 
1681. 19" 1.4х, 


х2 


1682. | И 
хх? +1 
1684. | —, 
(х2 + 1)? 
х?ах 
1686. | и. 
— 


1688. 
|275 ЕЕ - =). 


1690. | сах, 
2 +ех 


1692. | 


ах 
/1 + е2* | 
ах 
хшх т (шх) ° 


1694. | 


1696. Е 5х ду. 


УсовЗх х 


1698. [ ошх а а, 
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1700. а | — 1008 ду, б в [|9 _этх_ 
} Ма?зшт?х + 52с082х т. 
созх _зВх_ 
в —— ах; в - 
| о т 
1701. | Е ЕВ 1702. | _ 
а 9112 х + 2с052х 
1703. | А 1704. Е 
5зшх созх ° 
ах 
1705. | 5. 1706. | 5 т 


Ве — ду. 1708. | ЕР. ВР 
УэВчх + срах сЬ2хз/ 2х 


аРСЧЕХ 1710. | О аа. 
142 (агсзшх)2./1 — х2 


ры Па(х+ + 2) 1+х2 Я 
1+х2 
т 1 № _1 
и [5 4х. Указание. (1+5) ах 4(х :). 


1707. 


1709. 


и. 


1713. 


р х4ах 
ХТ ах. 1714. | и 


1715. 


х2ах 1 1+х 
ах _ 1716. | ш1+ ах, 
ха. -х -х 
_созхах _ 1718 ] _ Эа хсозх 


^/2 + соз2х | 
1719. | 2-8 у 


2—8 а. 1720. | Е: 
в 41+ 2 + „(1+ х2)з 


Применяя метод разложения, вычислить следующие интег- 
ралы: | 


ит. 


104 х + с054Х 


1721. 8) [22 — 827) ах; 6) [А - »)° ах. 
1722. | 1+% дх. 1723. 
1-х 
1725. | (+ Ни ах. 
1726. | (2-*)* у, 1727. | == ах 
2 — х2 (1-х) 100 
1729. [= ВЕК: НЕ 
мх+1+ Их - 
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1730. | х 5х ах. 
Указание. еее а: 
5 5 
1781. | 4х, 1732. | х8 ЗЛ ух? ах. 
3/1 - 3х 


ах 
1733. | я. 


Указание, 1 = (и + 3) - (и - 1) 


1734. | =. 1735. [ие = и 

1786. | и. 1781. | ТЕТ 

1738. | о. 1739. аб. 
1740. | Е = (а? = 53). 

1741. | зш? х ах. 1742. | соз? х ах. 

1743. | эт х вт(х + в) ах. = 1744. | эт Зх ‹ ва 5х ах. 


1745. | с05 р ° с03 - Ах. 


] _п д 
1746. | эт [2х 9 с05 (3= + т 4х. 


1747. | $113 х ах. 1748. | с087 х ах. 

1749. | Ве 1750. | с08й х ах. 

1751. | ска? х ах. 1752. | 43 х ах. 

1753. | 5112 Зх $113 2х ах. 

о | Е 

Указание. 1 Е зщ? х + с037 х. 

1755. | = 1756. | Е 
пех со8х эп хсо5°х 


1751. | о ти 1758. | 4х 


сов4х ° 
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1760. [| 9+ ах. 
1+ е2х 


1761. | 882 х ах. 1762. | сн? х ах. 
1763. | 5 хай 2х ах. 1764. | сих - сн 3х ах. 
1765. [| прил. 


Применяя подходящие подстановки, найти следующие ин- 
тегралы: 


1766. | х2 ЗП -х ах. 1767. | х3(1 — 5х2) ах. 
5 
1768. | а: 1769. | 2 фх. 
/2-х 1-х? 
2 
1770. | 5(2 — 553) 1 ах. 
1771. | с05°х: ‚/зшх ах. 1772. | 91155057 1, 
1+ соз2х 
81112 ]1ахах 
1773. | 51 Х у. 1774. | пхах_, 
с05°х хит + шх 
715. | ие 1776. | ты 
е? + сх Те 


1777 агсёе,/х о _@х_ 
| Е Пи’ 


Применяя тригонометрические подстановки х=азш Ё, 
х=аеьх=а зи? ит. п., найти следующие интегралы (па- 
раметры положительны): 


= —_. 1779. | а. 
— ха) х?—2 
1780. | Л — х ах. 1781. [| —_. 
(х2+а?)? 
1782. [| += ах. 1783. | х ах. 
—х 
1784. а ыы. Указание. Применить подстановку 
Их-а)-х). 


х -а= ($ - а) 31? Ё. 


1785. | ха) -а) ах. 
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Применяя гиперболические подстановки х =а $ Е х=асиЬ 
ит. п., найти следующие интегралы (параметры положи- 
тельны): 


2 
1786. | ЕО 1787. | ах ду, 


ма? + х? 
1788. | ха цх. 
а 
ах 
1789. | и. 1790. | м Ь) ах. 
[т | т 


Указание. Положить 
х та = (6 - а) 1? Е. 


Применяя метод интегрирования по частям, найти следую- 
щие интегралы: 


1791. | шхах. 1792. | = тх ах (п 1). 
шх\? 2 

1793. (12) ах. 1794. | /х ш?х ах. 

1795. | хе * 4х. 1796. | хе? ах. 


1797. | хзе-= 1798. 


1799. | х? зп 2х ах. 1800. 


| | 
| | 
1801. [= ЗН Зх ах. 1802. | агсйе х ах. 
| | 
| | 


1803. | агсап х ах. 1804. | х агофе х ах 
1805. | х? агссов х ах. 1806. | ЗЕб5х ду 
1807. | ш («+ Лу?) ах. 1808. | хш ТЕХ ах 
1809. | агсёк „/х ах. 1810. | эт х- ш (45 д) ах. 
Найти следующие интегралы: 
1811. | хе? 4х. 1812. | (агсашт х)? ах. 
1813. | ж(агсйе х)? ах. 1814. | хп ТЯ ах. 
1815. | хх 1+2) ду. 1816. | ие 

+ 8 (1+х2)2 
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18а. | Е 1818. | и 
(а? +х2)? 
1819. | Ие?та ах. 1820. | х? аня? ах. 


1821. | х 112 х ах. 1822. | ей ах. 
1828. | хэш „/х ах. 1824. | Е 
(1+2)? 
1825. | р 1826. | вт (п 2) ах. 
(1+2)? 
1827. | сов (ш х) ах. 1828. | е1х соз 6х ах. 
1829. | е?* зап 6х ах. 1830. | е2* 5102 х ах. 
1831. | (е^ — соз х) ах. 1832. = Е 
1838. | 181) д, 1834. | хах 
зш?х ра 
хех 
1835. | т: 


Нахождение следующих интегралов основано на приведении квад- 
ратного трехчлена к каноническому виду и применении формул: 


ах _1 х 
Т. | т 
4х 1 а+х 
: = — ++ = 0). 
п ее 25 № ——. С (а#0) 


т. | ак 1 ах + С. 
ах? 2 


ГУ. д = агсз1 п - +С (а>0). 
У. [+ Мх2а?|+С (а>0). 
а 
хах - 
УТ. = Мах? +С (а>0). 
ма?+х? у ) 
УП. | ма? - х? 4х = Аа? — 5? + ы агсзш © +С (а>0). 
" а 


УШ. | их2а? ах = Аха? р с шт + Уха? |+С (а>0). 
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ОД 


то 


Найти следующие интегралы: 


1886. | 4“ (#0). 1837. [= 
5 2 5. 
хах 
1938 [о Ч. 1839. | И. 
+1 хах 
1840. [ст 42. 1841. | о оконотт 
зах _ х5ах 
1842. [ее ках. 1843. | ее. 
1844. | ее ПР а, 
Зышёх — Зашхсозх + 5со52х ° 
1845. те ЕЕ 
а. 
1846. т (620). 18ат. п 
Мах? ие хё. 
1848. | Е 1849. в 
Их? 8х2 -х+2 


1850. Доказать, что если 


у= ах? + 6х +с (ат 0), 


4х 1 р, + /ау +С при а>0 
Му 
ах = 1 агсзт И +С при а<0. 
Му /-а 2 — 4ас 
паб. | 1852. | РЕ РВ 
ЕЕ Мх+х+1 
1858. 2) [| 5; к, 
1 - 3х2 - 2х4 1+ зпх + с052х 
1854. | И: 1855. | — + дух. 
[54-2х2-1 и 
58: = 1857. | 
ЕН пр 
1858. | Е: Е 1859. = 
(х+1)/х2 +1 (х- Е 5. 


1860. | ВЕН: 5 1861. | Шах х? ах. 
(х+2)2./х2+2х-5 
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1862. | бзхча? ах. 1863. | „ри вх?-Т ках, 


1864. | Е 1865. | +1 др, 
х/1+х-х? х./х4+1 


$2. Интегрирование рациональных функций 


Применяя метод неопределенных коэффициентов, найти сле- 
дующие интегралы: 


1866. Я ах. 1867. | а 
1868. | и. 1869. | И 4х 
1870. | ны 4х. 1871. | а. 
1872. Е 4. 1818. | (2—5) 4х. 
1874. а 
ло | +4 - те 2х2+х+1° 
1876. тва х. 1877. О 
1878. ртатиетЕть 1879. | ЕЕИ. 
1980: = у тВВт. т. 
1882. [| 1х. 1883. | и. 

ак. 1885. | И. 


1886. 


150 пои у’ 


1888. 


а т 
я 


х4+3х3+ ох + 3х1 


1889. 


] 
| 
[ азватятя 
] 
1884. |; 
|= 
| 
ЕЕТЕИИ 
Е: 
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1890. При каком условии интеграл 


| ах+ьх+с 


х3(х_ 1)? ее 


представляет собой рациональную функцию? 


Применяя метод Остроградского, найти и 


хах 
ах х24х 
1893. [лет В сах" 
4х х+3х-2 
1895. [ету т [ен 


ах 
1897. [ет 


Выделить алгебраическую часть следующих о 
2 
1898. — а 1899. | 


+ х?*+1)2 
-- 5—1 
1901. Найти интеграл 


с 1)3° 


ах 
+ 2х3 + Зх2+2х+1° 
1902. При каком условии интеграл 


| их? + 2Вх +) И 


(ах + 26х + с)? 


представляет собой рациональную функцию? 


Применяя р приемы, найти следующие интегралы: 


хах 
1903. [ т 45. 1904. | 4. 
1905. | ках. 1906. | 0: 
х6+1 
х4_3 х4ах 
хиах хзах 
п Ир 2910. [ излеькял. 
х2"-1 х3"-1 
1911. и т 4%. 1912. | сера 9 
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ах 
х(х10+2)° 


1-х’ 
1915. | #7) ах 


1913. | 


1917. | +1 ду, 


хх +1 


1914. | Е 
х(х 


10 + 12 


х1-1 
1916. ет аа. 


х4 + ХЗ Хх +х+1 


1918. | СНЕ: 52 ВВ 


1919. | 2-Х 


х8+1 
1921. Вывести рекуррентную формулу для вычисления ин- 
теграла 


1920. | НТ д. 
хб+1 


р = — ® (420). 


Ё (ах +ьх+с)" 


Пользуясь этой формулой, вычислить 


р. 
(х2+х+1)3 


Указание. Использовать тождество 
4а (ах? + 6х + с) = (2ах + Ь)? + (4ас - 57). 


1922. Применить подстановку # = Е для вычисления ин- 
х+ 


теграла 


и | ах 
(х+а)”"(х +6)" 


(т и п — натуральные числа). Пользуясь этой подстановкой, 
найти 
ах 
(х-2)2(х+3)3 ° 


1923. Вычислить 
Р,„(х 
(®) д, 
(х ря а)"+ 1 
если Р„(х} есть многочлен степени п относительно х. 
Указание. Применить формулу Тейлора. 


1924. Пусть В(х) = В*(х?), где В*”— рациональная функция. 
Какими особенностями обладает разложение функции В(х) на 
рациональные дроби? 

1925. Вычислить 


ах 
Е › 


где п — целое положительное число. 
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$ 3. Интегрирование иррациональных функций 


С помощью приведения подынтегральных функций к рацио- 
нальным а найти следующие интегралы: 


1926. Е 192. | сала аа 
Е. х(1+2/х + 3х) 
1928. | а бы, 1929. | В 
х+3/2+х 1+3 /х+1 
1930. | ИЕ И А, 
а: т 
1932. | 1933. = (@>0). 
Их+ ох (х-1)4 4/х ев х) 
1984. | ПЕ ЕЕ (п — натуральное число). 
"К(х-а) "+1 (х— 68-1 
1935. | РИ. 
1+ /х+ ЛХ. 
и? 1? 
Указание. Положить х = ) : 
2и 


1936. Доказать, что интеграл 
р 4 
[в [х, (х- а)" («- В" ах, 


где В — рациональная функция ир, 4, п — целые числа, явля- 
ется элементарной функцией, если 


р+а= #т, 
где А — целое число. 


Найти интегралы от простейших квадратичных иррацио- 
нальностей: 


1987. | Е 1938. | а А 

м1+х+х? (х+1) Их +х+1 

1939. | НЕ: ЛЕНЕ 1940. | 2х 
(1-х Л 2. х 

1941. | ЕЕ 1942. | 1+4? (х. 
(1+х) И -х-х? М1+х-х? 


Применяя формулу 
|7 ах-е, бдуча [| % 


166 РАЗДЕЛ 11. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


где у= /ах?+Ьх+с, Р‚(х) — многочлен степени п, ©, . (х) — 
многочлен степени п —- 1 и Л — число, найти следующие интег- 
ралы: 


1948. | а ах 1944. | г. 
= ее 
1945. | 4 а? д? ах. 1946. | : ый 6 ах. 
а 
1947. | = 1948. | — о 
а а 
1949. | У ЕЕТИЕВ 1950. | ЕТ 


1951. При каком условии интеграл 


| ах +Ь хх С: т. 
мах +ьх+с 


представляет собой алгебраическую функцию? 


Найти [Е | - ах, гдеу = /ах?+6х + с, разлагая рациональ- 


ную функцию РВ на простейшие дроби. 


©(х) 
1952. | о О Еы, 1953. ет ЗН: _ ЕВЕ 
(х- 1) + 2х -х? х?- 1) /х2- 
1954. | а 4х. 1955. ее - 
+1)? подтя" 
1956. |. ВЯ Вы ьЕ 1957. | ЗЕЕ: ВЕ 
т (1+х2) 1-х? 


1958. | 1959. | Чх 


ИЕ (1-х). ЛЕХ. 


1960. | 4+2 у, 
х2+1 


Приводя квадратичные трехчлены к каноническому виду, 
вычислить следующие интегралы: 


1961. | ВЕЕР НЕЕ 

(хх 1х +х-1 

1962. | ПЕНЫ; НЕЕ 
(4-2х+х2) /2+2х-х? 


1963. | аа 
(ххх ++ 1 
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1964. С помощью дробно-линейной подстановки х= +В! 


1+# 
вычислить интеграл 


ах 
| (ххх +х+1 | 
1965. Найти 


| ах | 
(х?+2),/2 22х55 
Применяя подстановки Эйлера: 
1) Мах? +бх+с = +./ах +2, еслиа > 0; 
2) Мах +ьх+с =х2+ Ус, еслис > 0; 
3) Ма(х-ж)(х-х,) = 2(х - х 


найти о А 


ах 
1966. 1 1967. | Е ЕН 
ЕЕ Е 
1968. | ху ах. 1969. [ ХЗ 1, 
х+ + 3+2 
ах 
1970. | РЕ 
1+ МЕР 
Применяя различные методы, найти следующие интегралы: 
ах ха 
1971. | ЕЕ: Е 1972. = 
Ме +1- х-1 ПЖ) 


1973. | Чх 1974. | + фу, 


Иб+Л-х+Л-х. 1+х+ 1х2 
1975. | НЫ: 1976. | а Е 

Мх+ Их+1 _ 4+1 
1977. | я ЕВ 1978. = 

(х2-1),/х1+1 Е 


1979. | + пах. 
ххх? +1 


1980. Доказать, что нахождение интеграла 
| В (х, Мах+б, уех+а) ах, 


где В — рациональная функция, сводится к интегрированию ра- 
циональной функции. 
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Интеграл от дифференциального бинома 
| х"(а + 6х")? ах, 


где т, пир — рациональные числа, может быть приведен к интегри- 
рованию рациональных функций лишь в следующих трех случаях (т0- 
рема Чебышева): 

Случай 1. Пусть р — целое. Тогда полагаем х = 2^, где М — об- 
щий знаменатель дробей т ип. 


т+1 № 


Случай 2. Пусть — целое. Тогда полагаем а + Бх" = 2^, 


где № — общий знаменатель дроби р. 


Случай 3. Пусть Пе 


+ р — целое. Тогда применяем подста- 
новку ах" + Ь = 2\, где № — знаменатель дроби р. 
Если п = 1, то эти случаи эквивалентны следующим: 


1) р — целое; 2) т — целое; 3) т + р — целое. 


Найти следующие интегралы: 


1981. | хз + ха ах. 1982. | О, 


(1+3/х) 
1983. | =. 1984. | хех 
е + 3/2 1-х? 
1985. т 1986. [ 4. 
т УТ + х4 
1987. = 1988. | Ч. 
ил хз |1 + 
№ 


1989. | 3/3 х8 ах. 


1990. В каких случаях интеграл 
| м1 +х” ах, 


где т — рациональное число, представляет собой элементарную 
функцию? 


$ 4. Интегрирование тригонометрических функций 


Интегралы вида 


| эш” х с05" х ах, 


где т ил — целые числа, вычисляются с помощью искусственных пре- 
образований или применением формул понижения. 
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Найти интегралы: 


1991. | с0$°х ах. 1992. | 5108 х ах 
1993. | с05°х ах 1994. | 117 х с05й х 4х 
1995. | $104 х с088 х ах. 1996. | $15 х с05° х ах 
1997 | 1 у 1998. [| 505 х 
. 081 х у ` эт х 
1999. | в. 2000. | т. 
1х сх 
2001. | а 2002. | ое. 
$104 х с051 х Эш? х с055 Х 
2003. | А, 2004. | м? ах. 
ях со5х 
2005. [ сш х 4х. 2006. | Зи д 
с05°х 
2007. |“. 2008. | 
/эт3Зх с055 х созх 3/з112х 


2009. [ Ч. 2010. [-Ч>_. 
фех Ах 


2011. Вывести формулы понижения для интегралов: 
а) Г, = | эт” х ах; 6) К, = | 05" х ах (п>2) 


и с их помощью вычислить 
; 46 8 
[зо х ах и [сз х ах. 


2012. Вывести формулы понижения для интегралов: 
ат, | и : бк, - | 4х (п> 2) 


6051 х 
и с их помощью вычислить 


ах ах 
—- и —. 
$115 х со8'х 


Следующие интегралы вычисляются с помощью применения формул: 


1. чт от В = соз(а — В) - соз (а + В]. 


ьы 


П. с0$ а соз В = = [сов (а - В) + соз (а + В}]. 


ыы № 


Ш. эп а соз В = = [1 (а - В) + эп (а + В). 


>) 
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Найти интегралы: 
2013. | $1 5х соз х ах. 


2014. | с0$ х с0$ 2х с05 3х ах. 

2015. | эт х эп 2 эт - ах. 

2016. | я х эщ(х + а) эт (х + 6) ах. 
2017. | с05? ах соз? 6х ах. 


2018. | 5113 2х: с0$2 3х ах. 


Следующие интегралы вычисляются путем применения тождеств: 
эт (а — В) = зщ [(х + а) - (х +В], 
со$ (© - В) = соз (х + 9) - (х +В}. 


Найти интегралы: 
2019. | О 


эп (х+а)т(х +) 
ах 
20: | зт(х + а)с08(х +5) ` 


2021. | а Оба 2. 


со (х + а)со8(х +5) 


2022. | 4х 


эпох - ша 


2028. | Чх 


созх + с054 


2024. | щх шее а) 4. 


Вычисление интегралов вида 
| В (эп х, соз х) 4х, 


где В — рациональная функция, в общем случае приводится к интегри- 
с х 
рованию рациональных функций с помощью подстановки {5 5 = 
а) Если выполнено равенство 


В (-эщт х, соз х) = -В (311 х, с0$ Х) 


или 
В (яп х, -соз х) = -В (5 х, соз х), 


то выгодно применять подстановку со$ х = фили соответственно Япх=Ь. 
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ЕЕ ЕАК ВЕНЕ ВЕЕНЫМЕЕВЫЕНЕЕ ВЕЕР НЕВА ВН СВЕ ЕВ 


6) Если выполнено равенство 
В (-9п х, —со$ х) = В (5щ х, соз х), 


то полезно применять подстановку $8 х = Ё. 


Найти о 


2025. 


Е с03х+5° 


2026. | 4х 


(2+ созх) вх” 
эх 

эшх + 2с08х 
Ах 

1+ Есозх 


1х фу. 2080. | 4х 


1+ яп2х аш? х + 52 с052х 


| 
| 
| 
2031. | ОО ыы 2082. | ЕВ 
| 
] 
| 
- 


2027. 


2028. при: а) 0 <Е< 1;6) => 1. 


2029. 


(а?э1пёх + 52032 х)? ших + созх 


ах 2034. | эпхах . 


3х + с0$3х 


2033. 


(азтх + Всозх)? ` 


2035. 4х 2086. | 905 х 


эх + с054 Х ° $108 х + с058х 


2037. эп? х - со5?х а 2088. | эшхсозх 


$114 х + с054 Х 1+ 9104 х 
2039. 


2041. 


2040. | т 
(3102 


с Е. 102 х + 2с052х)2 


айти интеграл 


ах 
азтх + Бсюзх ° 
приведя знаменатель к логарифмическому виду. 
2042. Доказать, что 


троек 4х = Ах + В ше м я + 6008 д + С, 


азшх +Ьсозх 


где А, В, С — постоянные. 

Указание. Положить 

а, зп х + В с05 х=А (азш х + Ь соз х) + В (а соз х - В зп х), 
где А и В — постоянные. 


Найти интегралы: 
2043 а) | эл - созх ах; 6) | зшх р 


зтх+2с05х чих - 8с08х 


2045. [Е а зтх +, со5х Я 


(азшх+ Ьсозх)? 


2044. | ет. 


172 РАЗДЕЛ Ш. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


2046. Доказать, что 


азшх + В совх+с : 
еб дх=Ах+ В ш ат х+Ьсо5х + (| + 
азшх + Ьсо8х + с 


х 
+С ЕЕ НЕЕ , 
азих + Ьсозх+с 
где А, В, С — некоторые постоянные коэффициенты. 


Найти интегралы: 
2047. | эшх + 2со5х - 3 8: 


их — 2с05х +3 


2048. | — в цу 


МЗ зшх + созх 


Зз1шх + 4с05х-2 


2049. | 2х + созх ах. 
2050. Доказать, что 


а. 5102 х+ 26, зпхсо$х + с, с052Х а 
Е Е И р 
азшх + бсозх 


2 Ав х+ Воозх+С | ее 
азшх + Всозх 


где А, В, С — постоянные коэффициенты. 


Найти интегралы: 


3102 х -— 4 аш х созх + 8с0582х 
2051. ВА вовне С95-% ах 
зшх + с0о5х 


2х - + 2с052х 
2052. пхсо5хХ ах 
эшх + 2с05х 


2053. Доказать, что если (а -— с)? + 52 = 0, то 


| атх+Ь, созх ал | Е. +в [| ав _ 
Е 


12 1 2 
аз? х + 2 хсозх + ссоз?х ИА, Ерш + А, 


где А, В — неопределенные коэффициенты, /,, А› — корни урав- 
нения 


2-^ 9 500) 
Ь с-А 
и, = (а- Л) зшх +6 со5х и А, = — (1=1, 2). 


1 
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Найти интегралы: 
2054. | 2эшх- созх р 


Ззшт?х + 4с0о32х 


2055. | (зшх + созх)ах | 


212 х - 4х со5х + 5с032х 


1+ 411 хсозх 


2056. | зшх- 2с03х 2 


2057. Доказать, что 


ах _ _ Азшх+ Всозх 
(азтх + 6созх)" (аз пх + Бсозх)"- 1 


а 
{ачпх + 6совх)"-2 


где А, В, С — неопределенные коэффициенты. 


2058. Найти 4х 


(ятх+ 2с05х)3 ° 
2059. Доказать, что 


ах — Азшх +В ах с 
(а+Ьсозх)" (а+Ьсозх)"-1 (а+Ьсозх)"-1 
ах 
С |————_— (470), 
| (а+Ьсозх)"-? (Ш я) 


и определить коэффициенты А, Ви С, если п — натуральное чис- 
ло, большее единицы. 


Найти интегралы: 


| а 
2060. | к Мь, 2061. | В 
с0зх,/1 + зт2х 032 хх 


2062. | зшхах , 
/2-+ зтах 


ах 
206. | ея 0<2<1. 


созт- 1+ а 
2 
2064. | ЕЕ 
вт" @ 
2 
х+а 
с03 - 
Указание. Положить & = : 
‚ х-а 
Я 


2 
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2065. Вывести формулу понижения для интеграла 


п 


Т, = 4х 


(п — натуральное число). 


$ 5. Интегрирование 
различных трансцендентных функций 


2066. Доказать, что если Р(х) — многочлен степени п, то 


2067. Доказать, что если Р(х) — многочлен степени п, то 


Р(х) соз ах ах = эах| Е .. + 
а а? а1 


+ 508441 р(х)- 2х) + Ри(х) _ ео 
а? а? а‘ И 


| Р(х) зш ах ах =- зонах Р(х) - — = Е ыы + 


а1 


эшах Р’’(х РУ(х 
+ —— а2 на Р(х)- пен —... | +6. 


Найти интегралы: 
2068. [ хзе?" 4 2069. | (<? — 2х + 2)е-* ах 


2070. [х? эп 5х ах. 2071. | (1+ х2)? соз х ах. 


2072. е-=? ах. 2073. | хех ах. 


2076. | хе эш х ах. 2077. | хе" сов х ах. 


2078. [ хе* э1п2 х ах. 2079. | (х — эп х)3 ах. 


2080. [ соз? „/х ах. 


и 
| 
| 
2074. |“ х с05? 6х ах. 2075. | ей* 513 6х ах. 
| 
| 
| 
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2081. Доказать, чтоесли В — рациональная функция и числа 
ат, 4», --., а, соизмеримы, то интеграл 


[в ее ему 
выражается в виде элементарной функции. 


Найти и 


2082. а чи. 2083. [1 =" ах. 
2084. | и. 2085. | ети 
чех-а Ве: 
реет + еб 
1+2 ах 
2086. [1+ дх. 2087. | 
8 ех-1 


2088. | т ах. 2089. | [ет 4е"-1 ах. 


о =: 
2090. = 
1+ ех+ М1 - ох. 
2091. Доказать, что интеграл 
| В(хе“* ах, 


где В — рациональная функция, знаменатель которой имеет 
лишь действительные корни, выражается через элементарные 
функции и трансцендентную функцию 


| ет к И (6**) + С, 
х 


где 


2092. В каком случае интеграл 
| Р(1) е* 4х, 
х 


а а 
гдеР (1) =%+ — +... + —" иа,а,, ..., а, постоянны, пред- 
х х х 


ставляет собой элементарную функцию? 
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Найти интегралы: 


2098. | ( (1-2) а. 2094. | (1-1 а 


хе 
2095. | Не ах 2096. | ее 


х4е2х 
2097. | м 


Найти интегралы, содержащие функции ш {(х), агсоёя Кх), 
агсз1т /(х), агссоз /(х), где /(х) — алгебраическая функция: 


2098. | 117 х ах (п — натуральное число). 


3 
2099. | хЗ 13 х ах. 2100. | (==) ах. 


ах 


х+а х+ё 
2101. [| печ) т 


2102. | 11? (х+ Лех) ах. 
2103. | ш (Их + МТ+х) ах. 


2104. [| — № ах. 2105. | хагойв (х + 1) ах. 
(1 4+ х2)? 
—. /х агсёе „/х ах. 2107. | х агоззл (1 — х) ах. 


агсэш „/х ах. 2109. | х агссоз : ах. 


агат 2 ах. 2111. ее АГосозх. ах 
(1 - к) 


(= х2) 


2112. уе В о 


2113. | х агс+е х ш (1 + д?) ах. 
2114. | ха ЕЕ ах. 2115. | ВИ ЛЕНТЕ: 
(1+2 


Найти интегралы, содержащие гиперболические функции: 
2116. | $62 х св? х ах. 2117. | ср‘ х ах. 


2118. | 8х ах. 2119. | ока 
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2120. | #1 х ах. 2121. | с? х ах. 
2122. | НХ ах. 
ах 

ВЕ. Е Е НИ _ ИЕЕ 

ааа) | —_ 2енх ) | зр2х - Азнхенх + ЭсН2х › 
. __свхах__ 
в) [е. 0,1 т ’ с. | Ззрх- Асвх ° 

2124. | В ах эш вх ах. 2125. | В ах соз фбх ах. 
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Найти в 


х?ах 
2126. | 7 О 
2128. | о 2129: [ 9. 
Т-+ха+х Мех 
2130. | к? | ах. 2131. | Ее 
х У 
5ах 
2132. | | 2133. | дах, 
1-х/х 1+ х2 
ах 
2134. [| 2135. | а, 
\/х = х). х/Т + хз + хб 
1+1 -х? 
2136. = 2137. | 1+1 д, 
х/х4- ти — ИТ ха 
2138. | а 2139. | Ша ++ 22) 1. 
ххх? (1+х)2 
2140. | (2х + 3) агосоз (2х — 3) ах. 
2141. [ х в (4 +9) ах. 2142. [ Мея. ЕЕ ах. 
х Т_ х8 
2143 | хп (1+ /1+х? а 
1+? 
2144. | х /х2+1 ШИх2-1 ах. 


2145. | ах. 2146. | 4х 


(З+шх)2 


Хх шп Хх 
мр-х? МТ -х 


эт 4х ах 
и ах. 2148. 1 ——_—. 
я | 11% х + с088х ы | зп х/Т + созх 
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2149. | 
2151. 
2153. 
2155. | 


2157. | 
2159. | 


2160. | 
2162. | 


2163. | 
2165. | 


216. | 


2169. | 


2171. | 
2172. | 
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ах ЬВ агофи х ах. = 2150. т м ах. 
х2+1 х+ 

х шх х агфех 

; 2152. | = ах. 

(1+2)? Г. М + х? ” 

шах хЗагссозх 
—А о ах. 2154. ах 
1+ соз4 х (1-х? 
х‘агфех Як 2156. Е ео 

1+х2? 


ые. ы а 2158. | [1-х? агсашт х ах. 


х(1 + х?) —: хах. 


х*(1 2 па х) ах. 2161. | певлет ах. 
двое? Я 
е?(1 + ех) 


4х 2164. | ху ах. 


(ет + 1) - (е*7 1+ 1)? 


я у, 2166. [| Ч ах. 
1+ созх 
х | ах. 2168. | («+2 4х 


п + - 1-х ах. 2170. | ет ах. 


тах (1, 52) ах. 


Ф<(х) ах, где х(х) — расстояние числа х доближайшего 


целого числа. 


2173. | 


2174. | 


2175. | 


[<] |510 лх| ах (х20). 


1-х? при <1Т 
1-х при (| > 1. 


Кх) ах, где кю- 


1, если -© <х<0; 
Кх) ах, где Кх)= 4х + 1, если0<х<1; 
2х, если 1 < х< +. 


2176. Найти [ хх) ах. 
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2177. Найти | /(2%) ах. 
2178. Найти /(х), если /"(х2) = : (х> 0). 
2179. Найти /(х), если: а) (511? х) = со8? х; 
| _ | Епри0<х<Е; у — 
К и (0) =0. 


2180. Пусть Кх) — монотонная непрерывная функция и 
{ (х) — ее обратная функция. Доказать, что если 


[ со ах = вод + с, 
то 


| 1-х) ах = ХЦ») - ЕЦ) + С. 


Рассмотреть примеры: а) (х) = х" (п> 0); 6) /(х) = е*; 
в) /(х) = агсяш х; г) Их) = АЕ х. 
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ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


$ 1. Определенный интеграл как предел суммы 


1. Интеграл (в смысле Римана). Если функция /(х) определена на 
[а, Ниа=х < хх <х, <... <х, = БВ, то интегралом функции Кх) на 
сегменте [а, 5] называется число 


ь 
п-1 
Ко) ах= Им т КЕАХ,, (1) 
пнах|лх | -- 0 : 
у 1=0 

где х, < х,:1и Ах, = 1-Х 

Для существования предела (1) необходимо и достаточно, чтобы 
нижняя интегральная сумма 


п-1 
5 = уз АХ; 


и верхняя интегральная сумма 
5 = уз МАХ, 


где 
т= ШЕЕ Кхи М, = зир Их), 


мхи дхн 
имели общий предел при тпах |Ах! — 0. 

Функции /(х), для которых предел в правой части равенства (1) су- 
лцествует, называются интегрируемыми (собственно) на соответствую- 
щем промежутке. В частности, а) непрерывная функция; 6) ограничен- 
ная функция, имеющая конечное число точек разрыва; в} ограниченная 
монотонная функция, — интегрируема на любом конечном сегменте. 
Если функция К(х)} не ограничена на сегменте [а, 8], то она собственно 
неинтегрируема на [а, 6]. 

2. Условие интегрируемости. Необходимым и достаточным услови- 
ем интегрируемости на данном сегменте [а, 6] функции Кх) является 
выполнение равенства 

п-1 
Ат шАх, = 0, 
=0 


шах [Ах —0 Е 


где и, — колебания функции [(х) на сегменте [х,‚ х;, ||. 
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2181. Найти интегральную сумму 5, для функции 
Их) =1+х 


на сегменте [-1, 4], разбивая его на п равных промежутков и 
выбирая значения аргумента &, (1=0, 1, ..., п — 1) в серединах 
этих промежутков. 

2182. Для данных функций /(х) найти нижнюю 5, иверхнюю 


5„ интегральные суммы на соответствующих сегментах, деля 
их на п равных частей, если: 
а) Кх) = х* [-2<х<3}; 


6) (х) = /х 0<х<1} 
в) /(х} = 2* [0< 10]. 

2183. Найти нижнюю интегральную сумму для функции 
[(х) = х* на сегменте [1, 2], разбивая этот сегмент на п частей, 
длины которых образуют геометрическую прогрессию. Чему ра- 
вен предел этой суммы при п —* ©0? 

2184. Исходя из определения интеграла, найти 


х < 
х < 


Т 


] (5% + 81) ЧЕ, 


0 


где Т, въ, & постоянны. 

Вычислить определенные интегралы, рассматривая их как 
пределы соответствующих интегральных сумм и производя раз- 
биение промежутка интеграции надлежащим образом: 

2 1 


2185. | х2 ах. 2186. | а” ах (а>0). 
Е 0 
5 я 

2187. | зи х ах. 2188. | с08 Ё 4. 
0 0 


2189. | Чх (о<а<ь. 


Указание. Положить &, = /х,х,,: (=0,1, ..., п). 
[о 
2190. | х" ах (б<а<т=-. 


Указание. Выбрать точки деления так, чтобы их абциссы х; об- 
разовывали геометрическую прогрессию. 
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2191. | Ч: (0 <а<ь. 


а 
2192. Вычислить интеграл Пуассона 


п 


| п (1 - 2а соз х + 97) ах 


о 
при: а) |] < 1; 6) 6] > 1. 
Указание. Воспользоваться разложением многочлена ©?" - 1 на 
квадратные множители. 
2193. 1. Пусть функции /(х) и 9(х) непрерывны на [а, 6]. До- 
казать, что 


5 ЕдФ(ОдАх = Их) ах, 


шах ты 1 


гдех < <х,,ь д, < 0, <х,.:(=0,1,...п- ПТ иАх=х,,.- 
-х, (Хх =а, х, =65. 
2. Пусть функция /(х) ограничена и монотонна на [0, 1]. До- 


казать, что 
1 
ло -1 5 8-0 
р] Е=1 


3. Пусть функция К(х) ограничена и выпукла сверху (см. за- 
дачу 1312) на сегменте [а, 6]. Доказать, что 


ь 
6 - а) 9+ ИВ < | 9х < 6-91 (4. 


4. Пусть /(х) Е С@ [1, +059] и Кх) 2 0, [(х) 20, [(х) < 0 при 
хЕ 1, +09). Доказать, что 


У -Е + [204+ 00) 
&=1 й 


при п ->? 05. 
5. Пусть /(х) Е С [а, ] и 


Найти Пт пА,. 
© 


п— 
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2194. Показать, что разрывная функция 
[(х) = $5 п [а ы 


интегрируема на промежутке [0, 1]. 
2195. Показать, что функция Римана 


0, если х иррационально; 
=<51 т 
(>) —- , если х = -—, 
п п 


гдетип (п2 1) — взаимно простые целые числа, интегрируема 
на любом конечном промежутке. 


2196. Показать, что функция 


Ию = т - [1], еслих #0 


и /(0) = 0, интегрируема на сегменте [0, 1]. 
2197. Доказать, что функция Дирихле 


Е 0, если х иррационально; 
их 1, если х рационально, 


не интегрируема на любом промежутке. 
2198. Пусть функция /[(х) интегрируема на [а, В] и 
1.(х) = зир /(х) при х, < ХЗ жЖуь 


где 


х=а+1 (6-а) (=0,1,... пт=1, 2, ...). 
п 


Доказать, что 


п-х 


Ь $ 
убои | 7.(х) ах = | Ех) ах. 


2199. Доказать, что если функция /(х) интегрируема на [а, 6], 
то существует последовательность непрерывных функций ф‚(х) 
(п=1, 24, ...) такая, что 


с 


ие 


Кх) ах = Вт | <,(>х) ах при азс<6. 
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2200. Доказать, что если ограниченная функция /(х) интег- 
рируема на сегменте [а, 6], то абсолютная величина ее |/(х)| также 
интегрируема на [а, 6], причем 


[ Ех) ах| < [ 1х)! ах. 


2201. Пусть функция /(х) абсолютно интегрируема на сегмен- 
ь 


те [а, 6], т.е. интеграл [Пия 4х существует. Является ли эта 
функция интегрируемой на [а, 6]? 
Рассмотреть пример: 


1, если х рационально; 
Кх) = | -1, если х иррационально. 


2202. Пусть функция Кх) интегрируема на [а, Пи А < {(х) < В 
приа<х< БЬ, афункция Ф(х) определена и непрерывна на сегмен- 
те [А, В]. Доказать, что функция <(К(х)) интегрируема на [а, 6]. 

2203. Если функции /(х) иф(х) интегрируемы, то обязательно 
ли функция К(х)) также интегрируема? 

Рассмотреть пример: 


_ ГО, если х = 0; 
Оо 1, еелих 0, 


и Ф(х) — функция Римана (см. задачу 2195). 

2204. Пусть функция /(х) интегрируема на сегменте [А, В]. 
Доказать, что функция /(х) обладает свойством интегральной 
непрерывности, т.е. 


Виз | Их + п) — (<) ах =0, 
й-,0 


где [а, 6] СТА, В]. 
2205. Пусть функция /(х) интегрируема на сегменте [а, 6]. 
Доказать, что равенство 


[ео ах = 0 


имеет место тогда и только тогда, если Кх) = 0 во всех точках 
непрерывности функции [(х), принадлежащих сегменту [а, 6]. 
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$ 2. Вычисление определенных интегралов 
с помощью неопределенных 


1. Формула Ньютона—Лейбница. Если функция /(х) определена и 

непрерывна на сегменте [а, 5] и Р(х) — ее первообразная, т. е. Е’(х} = {(х), то 
в 

ь 

Ех) ах = Е) - Е(а) = Е(х)|. 

;: а 


ь 


Определенный интеграл | Кх) 4х при Кх) 2 0 геометрически пред- 
п 
ставляет собой площадь 5, ограниченную кривой у = Кх), осью Ох и 
двумя перпендикулярами к оси Ох: х-аих=ё (рис. 9). 


Рис. 9 


2. Формула интегрирования по частям. Если /(х), а(х) е СПЧа, В], то 
Ь 


= [эл ах. 


& 


ь 


а 


[о 
[соков = ово 


3. Замена переменной. Если: 1) функция Ах) непрерывна на сегмен- 
те [а, Ь]; 2) функция 9(#) непрерывна вместе со своей производной ф’(И) 
на сегменте [с, В], где а = $(а), 6 = $(В); 3) сложная функция /(9(1)) оп- 
ределена и непрерывна на [<, В], то 


ь В 
[еочь = [ поож® че 


Применяя формулу Ньютона—Лейбница, найти следующие 
определенные интегралы и нарисовать соответствующие криво- 
линейные площади: 


8 л 
2206. | 3/х ах. 2207. [ зш х ах. 
-1 0 
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1 
В 2 
ах Ах 
: . 2209. : 

ав. | И 

1 _1 

в 2 

52 2 

ах 

2210 | 2211. | И -х ах 

$01 1 И х? 0 

1 
2212. Г: = (0020) 

— 2хсоз а + 1 

2л 

2213. 1 ее. 
т 

1 
2214. | ка а ее ОН ИВО. 

: Л -2ахча (1 -26х +52) 

р 

Ах 
И ИЕСЯЕ = 0). 

г. | а?зп2х + 52082 х то 


2216. Объяснить, почему формальное применение формулы 
Ньютона— Лейбница приводит к неверным результатам, если: 


3 21 1 
Ах. зес2хах. 4 1 
> | =’ о) | Ре? х ы | (атс 1 о 
-1 0 11 


1 

2217. Найти | “| \ах. 
ах 1 
-1 1+2* 


100л 


2218. Найти | Л созахах. 


С помощью определенных интегралов найти пределы следую- 
щих сумм: 


2219. Вы (+++. 


п-х \П п п? 


2220. Пт (1 ИИ =). 


п-© 
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2221. Шт [7 т И Е ). 


п-+ 0 \И2+ 12 п? +22 п2+ 12 


2222. Шт эт пи а а и 1. 
п п п 


п-о 


2223. на 2+2" (0). 


187 


л> о ПР! 

2224. Ит || Е Пе +=). 
п-о П п п п 

Найти: 

2225. пи ЗИ. 2226. Вт [1 хи а 82-8 2-4). 
лп>-о п по 


Отбрасывая равномерно бесконечно малые высших поряд- 


ков, найти пределы следующих сумм: 


2227. Пт 1+ | т А +|[1 +2 51 21 о 
п. п? п? 


ло 


п 
2228. шп зп @. —=. 
А п 12 сов 


МКпх+Е)(пх+Е+ 1) 
2229. Пи Е (х>0.. 


п-о п? 
2 п 
2230. Ша | 2” > 
по п+1 1 1 
+5 п+- 
2 п 


2231. Найти: 
Ь 
ао 
СЕ ЗП ах, а | п ах, | 1 4х. 


2232. Найти: 


х2 ро 
а) | п +Паь 5) = | Ч; ви | соз (ле) 44. 
ах ах ах 
0 х? 


1+2 


| зп ит]. 
п 
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2233. Найти: 
созх24х (агсёех) 4х 
а) Ши 9; 6) Нм >; 
х>0 Хх х> +2 2+1 
х 2 
[ем | 
в) Ит =; г) Пм [ дозах, 
х — +0 по 
о 


[тах 


если Кх) ЕС [0, ны и Кх) > А прих > +0. 


2234. Доказать, что 
ЭВ 
[ета ах - № е? 
2х 
0 
прих -* ©. 


2235. Найти 
| 4 хах 
[1 ани : 
х— +0 (5% 
| мзшхах 


2236. Пусть Кх) — непрерывная положительная функция. 
Доказать, что функция 


х 


гаКоах 
аи 
[почх 
о 
возрастает при х 2 0. 
2237. Найти: 
и 
Е при О <х<1, 
г) [о а если 91°, при 1<х<2; 
0 
х приб<хФь 


1 
6) [э 4х, если Кх) = $ +: = при <х< 1. 
о 
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2238. Вычислить и построить графики интегралов [ = Ка), 
рассматривая их как функции параметра @, если: 
1 


а) Г = | хх — а] ах; 6) 1= Е 
1+ 2асозх + а? 


в) Г= р __ этхах __ 
^/1 - 2асозх + с08х + 92. 


Применяя формулу интегрирования по частям, найти сле- 
дующие определенные интегралы: 


шт2 п 


2239. | хе-* 4х. 2240. | хзшх ах. 
0 
2п е 
2241. | х? сов х 4х. 2242. | [и х| ах. 
1 
у: 
2243. | агссо$ х ах. 2244. | х агоёе х ах. 


0 
Применяя подходящую замену переменной, найти следую- 
щие оетОЕНЫе интегралы: 


2245. Е дах. 2246 [ея ах. 
„/5 4х 


= ша 


2241. | ВЕНЕ: ВЫ 2248. | /е=—1 ах. 
(х+1 . 


2249. | агат 
0 


1 
1+х2 1 
2250. Вычислить интеграл и. ах, полагая х - = 
+х х 


= $. 
-1 
2251. Объяснить, почему формальная замена х = (+) приво- 
дит к и результатам, если: 
1 
2 
[в где { = х8; о. гдех= 1; 
1+х? 1 


-1 


э| — 4х _, гдешх=ь 
1+ чп2х 
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2252. Можно ли в интеграле 
3 


| х3/1 - х? ах 
0 


положить х = яп #? 
1 


2253. Можно ли в интеграле | (1-х? ах при замене пере- 


ь ‚ д 
менной х = зш ф в качестве новых пределов взять числа ли 5 ? 


2254. о, что если и непрерывна на [а, 6], то 
Ко) ах = $- .] Ка+ (6 -а)лх) ах. 


2255. Доказать равенство 


а а? 


р ХОР) ах - 5 ‚| хКх) ах (а>0). 
0 
2256. ть Кх) — непрерывная функция на сегменте 
ь 
[А, В] > [а, 6]. Найти <. | Кх + у) 4у при [а -х,ь-х] СПА, В]. 


2257. Доказать, что если К(х) непрерывна на [0, 1], то 


а) | Изш х) ах = | ЕТО 


6) | хИКзшт х) ах = 2 Кэш х) ах. 


2258. Доказать, что для непрерывной на [-1, |] функции Кх) 
имеем: 


1 | 
1) | Кх) 4х =21 Кх) ах, 
Иа. 
если функция Кх) четная, и 
| 


2) | ао. 


если функция Кх) нечетная. Дать геометрическую интерпрета- 
цию этих фактов. 
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2259. Доказать, что одна из первообразных четной функции 
есть функция нечетная, а всякая первообразная нечетной функ- 
ции есть функция четная. 

2260. Вычислить интеграл 


2 


1 ХЕ 
[(1+=-,) х ах, 
Хх 


1 

2 

а 1 

введя новую переменную ф=х + -. 
х 


2261. В интеграле 
2п 
| 1 (5х) соз х ах 
0 


выполнить замену переменного 511 х == $. 
2262. Вычислить интеграл 


1 
[вова 
созх| ш- 
х 


е-2лпт 
где п — натуральное число. 
2263. Найти интеграл 


ах, 


й 


хзшх 
=_= ах 
1+ ©0582 х 
о 


2264. Найти интеграл 


3 


в) 
| Ро” 


если 


Кх) = (+) 
х3(х-2) 


2265. Доказать, что если /(х) — непрерывная периодиче- 
ская функция, определенная при —С° < х < +50 и имеющая пе- 
риод Т, то 


а 


| Кх) ах -| Кх) ах, 


где а — любое число. 
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2266. Доказать, что при п нечетном функции 
х х 


Е(х) = | п" хах и С(х)= | с05" х ах 
0 0 


периодические с периодом 27; а при п четном каждая из этих 
функций есть сумма линейной и периодической функций. 


2267. Доказать, что функция 
Е(х) = | Ге) ах, 


где /(х) — непрерывная периодическая функция с периодом Т, 
в общем случае есть сумма линейной функции и периодической 
функции периода Т. 


Вычислить интегралы: 


1 
2268. | ж(2 — <?) ах. 2269. | сы. 
х+х+1 
0 —1 
е 9 
2270. | (х ш х)? ах. 2271. | х ЗЛ — хах. 
1 


-1 


1 
2212. | с. 227. | <. Ва 
х 
-2 0 


^/Х?-1 
3 2% 
2274. | агсшт | ах. 2275. | Е, 
1+х (2+ созх) (3 + созх) 
0 0 
т - 
2276. | а 2277. | эт х эт 2х за Зх ах. 
5Шех + с05°х 
0 0 


2278. | (х т х)? ах. 2279. | ех со5? х ах. 
0 0 


та 


2280. | 34 х ах. 


0 
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С помощью формул понижения вычислить интегралы, зави- 


сящие от параметра п, принимающего целые 
значения: 


2 2 

2281.1. = | э” х ах. 2282.1, = | 
0 ` 0 
- 1 

2283. Г, = | 4227 х ах 2284. 1, = | 
0 0 
1 1 

"4х 

2285. 1, = | "Ч. 2286. Г, = | 
0 1 Е. х? 0 
4 

2287.1, = Е 

те зп х + с08х 

0 


положительные 


со5"х ах. 


(1 — х2)" 4х. 


х" (п х)" ах. 


Если К(х) = [1 (х) + И5(х) есть комплексная функция от действитель- 
ной переменной х, где /(х) = Ве Хх), №(х) = 11 Кх и Ё = -1, то по 


определению полагают: 
Го ах = [сэ ах + 69 ах. 
Очевидно, что 


Ве [ 3) 4х = Ге Их) ах, 


га [ 5) ах = Го Кл) ах. 
2288. Пользуясь формулой Эйлера 


ех = с05 х + 181 х, 
показать, что 


2 
ь тже-тя О, еслитхлп, 
|. ы %— 121, еслит=п 


(пит — целые). 
2289. Показать, что 
Ь 
| сах — 2 № еее 
+18 


а 


(м и В — постоянные). 


194 РАЗДЕЛ 1У. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


Пользуясь формулами Эйлера: 
с08 х = 5 (е= +е"), эзпх= (2 -е*"), 


вычислить интегралы (т и п — целые положительные числа): 


Ы 


2 п 
2290. | вт?” х соз?^ х ах. 2291. | Эл 1. 
ях 
о 
2292. | сои 4х. 2293. | 05" х со5 пх ах. 
о 0 


к 
2294. | эт” х шт пх ах. 
0 
Найти интегралы (п — натуральное число): 


2295. | эп” Ех соз (п + 1х ах. 
с08" 1х 5п (п + хх ах. 


2296. 


2297. | е-°* соз?" х ах. 


ма оч, № о-ъа о 


2298. | п соз хх: с05 2пх ах. 
[Н 


2299. Применяя многократное интегрирование по частям, 
1 
вычислить интеграл Эйлера: В(т, п) = | х"`Ц1-х)" 1 ах, где 
о 
т ип — целые положительные числа. 
2300. Многочлен Лежанодра Р‚„(х) определяется следующей 


.. Ре 1 4” 2... п == : 
формулой: Р‚„(х) ая (=> - ИТ @=0, 1,2, ...). 


Доказать, что 
1 0, еслитхп, 
[РбэР.69 ах = 


-1 


2 
если т= п. 
21+1’ 
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2301. Пусть функция Кх) собственно интегрируема на [а, 6] 
и Е(х) — функция такая, что Р\(х) = Кх) всюду в [а, В], за иск- 
лючением, быть может, конечного числа внутренних точек 
с. (=1,..., р) и точек а и Б, где функция Р(х) терпит разрыв 
1-го рода («обобщенная первообразная»). Доказать, что 


#=1 


| К(х) ах = Е -— 0) - Е(а + 0) - у [Р(с, + 0) — Р(с,- 0)1. 


2302. Пусть функция [(х) собственно интегрируема на сег- 
менте [а, В] и 


Е(х)=С+ | КЕ) а& 


— ее неопределенный интеграл. 
Доказать, что функция Р(х) непрерывна и во всех точках не- 
прерывности функции К(х) имеет место равенство 


Е\(х) = Их). 
Что можно сказать о производной функции Р(х) в точках раз- 
рыва функции /(х)? 
Рассмотреть примеры: 


:) =1 (п=зЪ, 42, ...) и Кх)=0прихя 1; 
6) {(х) = зп х. 


Найти неопределенные интегралы от ограниченных разрыв- 
ных функций: 


2303. [5 х ах. 2304. [5 (511 х) ах. 
2305. [= ах (х>20). 2306. [= ах (х>20). 
2307. [с а 


1, если |х]| < Ь 
0, если [х|>1. 


2308. | Кх) ах, где (х) = 


Вычислить определенные интегралы от ограниченных раз- 
рывных функций: 


3 2 
2309. | зап (х — х?) ах. 2310. | [е*] ах. 
и 0 


6 к 
2311. | [2] 5 ах. 2312. | ЗЕ (с08 х} 4х. 
0 о 
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п+1 
2313. | п [х| ах, где п — натуральное число. 
1 


1 
2314. | зап [эт (п х)] ах. 
0 


2315. Найти | со х|/зтх ах, где Е — множество тех значе- 


Е 
ний сегмента [0, 47|, для которых подынтегральное выражение 


имеет смысл. 


$ 3. Теоремы о среднем 


1. Среднее значенне функции. Число 


называется средним значением функции [(х) на промежутке [а, 6]. 
Если функция /(х) непрерывна на [а, 6], то найдется точка с Е (а, Ь) 
такая, что 


МИЛ = Ко). 


2. Первая теорема о среднем. Если: 1) функции {(х) и ф(х) ограни- 
чены и соответственно интегрируемы на сегменте [а, 6]; 2) функция 9(х) 
не меняет знака при а<х < Б, то 


ь 


Ь 
| хх) ах = и | Ф(х) ах, 


а 
гдет<и<Мит= шШё Их), М= зар Их); 
а<х<ь а<х<ь 


8) если, сверх того, функция /(х) непрерывна на сегменте [а, 6], то 


и = Кс), где а<с<6. 


3. Вторая теорема о среднем. Если: 1) функция /(х) и $(х) ограни- 
чены и собственно интегрируемы на сегменте [а, 5}; 2) функция $(х) мо- 
нотонна при а <х < Ь, то 


ь Е ь 
| [(х)Ф(х) ах =Ф(а-+ °| Их) ах + Ф(Ь - о] Кх) ах, 
а а ё 


геа<ё<Ь; 


$ 3. Теоремы о среднем 197 


Ом Йо 


3) если, сверх того, функция 9(х) монотонно убывающая (в широком 
смысле!) и неотрицательная, то 


ь & 
| 1(едф(х) ах = Фа + | К) ах а<ё5ь), 


аесли функция $ф(х) монотонно возрастающая (в широком смысле!) и 
неотрицательная, то 


ь ъ 
| Их) ах = «6 — | Их) ах @<Е<ь). 
а & 


2316. Определить знаки следующих определенных интегра- 
лов: 


21 РЯ 

2) [ хз х 4; 5 | их ах; 
о о 
2 1 

в) | х32” ах; г) [ х? ш х ах. 
12 1 


2 
2317. Определить, какой интеграл больше: 


$1110 х ах или 5112 х ах; 


[^) 

— 
.—-:а 
.— 5:3 


1 1 
6) | е* 4х или | е-=? 4х; 
о о 
п 2п 
Ее к? 2 
в) | е>х с05°х ах или е-=` с05° х ах. 
[) п 


2318. Определить средние значения данных функций в ука- 
занных промежутках: 


а) К(х) = х? на [0, 1]; 


6) (х) = /х на [0, 100]; 
в) (х) = 10+ 2 зшх + 3 созх на [0, 2*]; 
г) /(х) = эт х эт (х +9) на [0, 2%]. 
2319. 1. Найти среднее значение длины фокального ради- 
уса-вектора эллипса 


г= — РР (0<=<1). 


1-=с05ф 
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2. Найти среднее значение скорости свободно падающего те- 


ла, начальная скорость которого равна %5. 
2320. Сила переменного тока изменяется по закону 


211 ), 
= к Ш + 
о ( т Ф 
где — амплитуда, Е — время, Г — период и ф — начальная фа- 


за. Найти среднее значение квадрата силы тока. 
2321. Пусть Кх) Е С[0, +0} и Ши Кх)=А. Найти 
х > +5 


х 
1 
> | Ех) ах. 
о 
Рассмотреть пример {(х) = агсё& х. 


2322. Пусть | КИ ат = хК9х). Найти 6, если: 


а) (р =Ё (п>-1} 6) К=шШБ 
в) Кр =е. 
Чему равны Иш би Пм 6? 
х > +0 х—> +2 


Пользуясь первой теоремой о среднем, м интегралы: 
2п 


2323. | 


ах. 


2324. = 


Е Л +х 


100 


2325. и т 


+ 100 
2326.1. Доказать равенства: 


1 


.— >= 


а) Шт ах =0; 6) Пт зш”" х ах=0 
п>-с 1+х п-> 
о 
2. Найти: 
1 БЕ 
: ах ах 
1 —_- и 
а) вт [97 ; 6 т, [ Мю“, 


0 аЕ 


гдеа > 0, > ди Их) ЕС [0, 1]. 
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2321. Пусть Кх) непрерывна на [а, 6], а Ф(х) непрерывна на 
[а, 6] и дифференцируема на (а, 5), причем 


ф<’(х) > 0 приа <х <. 


Доказать вторую теорему о среднем, применяя интегрирова- 
ние по частям и используя первую теорему о среднем. 


Пользуясь второй теоремой о среднем, оценить интегралы: 
2001 
51 
2328. 1 1 д. 
Хх 


1001 
ь 


2829. [| тыл х 4х (@20;0<а<5). 


ь 


2330. | эт д? ах (0 <а<ь.. 


а 
2331. Пусть функции 0(х) и у(х) интегрируемы на промежут- 
ке [а, 6] вместе со своими квадратами. Доказать неравенство 
Коин/— Буняковского 


| (хуи (хх) ах] < <| ф2(х) «:] ф7(х) ах. 


2332. Пусть т (х) непрерывно * дифференцируема на 
сегменте [4,5] и Ка) = 
Доказать и 


Г 
М? < (6 -а) | (х) ах, 


где М = зир |/(х). 
2333. Доказать неравенство 


п+р 


ли 3х хо (р>0). 


по 


$ 4. Несобственные интегралы 


1. Несобственная интегрнируемость функций. Если функция [(х) 
собственно интегрируема на каждом конечном сегменте [а, 6], то, по 
определению, полагают 

+00 


| Их) ах = „бт, Их) ах. (1) 
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Если функция {(х) не ограничена в окрестности точки Б и собст- 
венно интегрируема на каждом сегменте [а, Б - =] (= > 0), то прини- 
мают 


6-Е 


5 ы 
[5 ах = т | 1х) ах. (2) 


Если пределы (1) или (2) существуют, то соответствующий интеграл 
называется сходящимся, в противном случае — расходящимся (в эле- 
ментарном смысле). 

2. Критерни Коши. Для сходимости интеграла (1) необходимо и до- 
статочно, чтобы для любого & > 0 существовало число В = (=) такое, что 
при любых 6’> ВБиБ’’> Ь было бы выполнено неравенство 


ь’ 


| | Их) ах 
>. 


Аналогично формулируется критерий Коши для интеграла типа (2). 

3. Признаки абсолютной сходимости. Если |/(х) несобственно ин- 
тегрируема, то соответствующий элементарный интеграл (1) или (2) от 
функции /(х) называется абсолютно сходящимся и является интегра- 
лом заведомо сходящимся. 


<. &, 


Признак сравнения Т. Пусть [(х)| < Е(х) при х 2 а. 


+05 и 
Если | Е(х) 4х сходится, то интеграл | Их) ах сходится абсо- 
а а 
лютно. 
Признак сравнения П. Если у(х) > би 9(х) = О*(ц(х)) при х -> +00, 


{оо +25 


то интегралы | ф(х) 4х и | у (х) ах сходятся или расходятся одновре- 


а а 
менно. В частности, это имеет место, если ф(х) - ц(х) при х -> +0. 
Признак сравнения Ш. а) Пусть 


Кх) = О* (5) при х- +00. 


В таком случае интеграл (1) сходится, если р > 1, и расходится, если 
р< 1. 
6) Пусть 
1 


Кх) = 9* (=) при х-—> 0. 


В таком случае интеграл (2) сходится, если р < 1, и расходится, если 
Р21. 
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4. Специальный признак сходимости. Если: 1} функция ф(х) моно- 
тонно стремится к нулю при х -* +00 и 2) функция Их) имеет ограни- 
ченную первообразную 


Р(х) = | КО а, 


то интеграл 


4+0 


| дфсо ах 


сходится, вообще говоря, не абсолютно. 
В частности, интегралы 


+09 


[зах и Г Нд (@>0) 


а 
сходятся, если р > 0. 


5. Главное значение (в смысле Коши). Если функция Кх) такова, 
что при любом Е > 0 существуют собственные интегралы 


| 1) ах и [ах (а<с<ь, 


то под главным значением в смысле Коши (у.р. ) понимается число 


у. р. Кх) ах = т, й Г Кх) ах + [ (м) =. 


С+Е 


Аналогично 


+00 


у. р. | Кх) ах = „в ‚| ах. 


Вычислить интегралы: 


+09 1 
2334. | (а>0). 2335. | шлх ах. 
0 
оо 1 
ах ах 
2336. | 4. 2837. | 2. 
ее) —1 
+00 +о0 
ах ах 
2338. [| 29. 2889. [ета 
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+00 4+0 
ах х?+ 1 
2340. | и. 2341. | хе ах. 
0 о 
1 со 
ах а 
2342. | ЕН 2343. ЕЕ: 
т (2-х) 1-х ххх, 
+09 4+0 
2344. | ах. 2345. | ‚Ве. 
х 
(1+ 
и. < 


2346. | е-ах соз вх ах (а>0). 
0 


+5 


2347. | е-ах зп 6х ах (а>0). 


С помощью формул понижения вычислить следующие несоб- 
ственные интегралы (п. — натуральное число): 


4+0 
2348. Г, = | хпе-" ах. 
6 


+ оо 
= ах — 2 
2349. 1, |еетЕЕ ИУ (а -5?>0). 
- 
на ах 
и ТЯ 
1 
1 
2351.1, = ра: 


) а-эа+». 


+09 


2352. 1, = | Иа 


сих ° 


п 


х 
2 2 


2353. а) | ш эх 4х; 6) | 1 с08 х ах. 
0 


о 
2354. Найти 


х . 
= [зтх - 
| е 2 [11 — с08<| ах, 
зшх 


где Ё — множество тех значений х интервала (0, +55), для кото- 
рых подынтегральное выражение имеет смысл. 
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2355. Доказать равенство 
{со +00 
| Ках + 2 ах = ь | С/х? + 4аБ) ах, 
и 
о Г. 


гдеа> диф > 0, предполагая, что интеграл в левой части равен- 
ства имеет смысл. 

2356. Средним значением функции Кх) на интервале (0, +05) 
называется число 


= з 1 
ми = Вы у | №4 
[О 


Найти средние значения следующих функций: 
а) /(х) = з1ш2 х + соз? (х./2); 6) (х) = агсёв х; 


в) (х) = хэш х. 
2351. Найти: 


я МТ+ На 
а) Пт х 5084 1, б) Ш >; 
х-0 #2 х> о хз 
Хх 
+< 
те Г 
в) п - ; г) Паш хх" ПИ д, 
х—>0 1 х—>0 фа+1 
к . 


где о, > Ои {Ё) — непрерывная функция на сегменте [0, 1]. 
Исследовать сходимость интегралов: 


+25 +0 


х?ах ах 
ах. 2359. [ 4. 
2358 | а 359 | = = 
0 1 
2 + со 
2360. | ах, 2361. | хе -1е-* 4х, 
шх 
0 0 
1 +29 
2362. | 2 шй 1 ах. 2363. | 2 цх (п>0) 
х 1+х" 
0 0 


+ со 


{оо 
2364. | атак ах (а 0). 2365. | ма ах. 
[ 0 
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+ оо 4 со 
2366. | ато 1, (п 0). 2367. | 5084 1, (20). 
2+ х" 1+х" 
0 0 
д 
+20 2 
2368. | 12 у, 2369. | и, 
х АПР Х с051Х 
[о 
1 + с 
ах ах 
2370. а | "Ч . б) | 
= = 
+09 1 
2871. | Чх_. 2872. | 1% х. 
ХР+ 9 1-х? 
0 0 
- о 
2373. | (5х) ду. 2374. [= 
) Ух т 
420 
ах 
ао: | хх) (шт штх)" ° 
ах 
2376. а | а и а ой 
[хр ха... кф а" — 7 ) 


400 


6) | хх — 1 ах. 
0 


+0 


х 
2377. Ш Ро ах, где Р„(х) и Р„(х) — взаимно простые мно- 
гочлены соответственно степеней т и п. 


Исследовать на абсолютную и условную сходимости следую- 
щие интегралы: 
оо 


2378. | Хх. 
х 


указание |811 х| 2 #112 х. 


М/хсовх 
2379. |: бов ад, 
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др РЕНИ 


д 
4-0 


2380. а) | ХР зш (х 9) ах (970); 6) | эш (зес х) 4х; 


40° 


в) | х? соз (е*) ах. 
0 


о . 0 эит(= + ) 
2381. | ВХ 1, (020). 2382. | И: 
1+х7 хп 
о 


2383. Г Е Вы х ах, гдеР„(х)иР„(х) — целые многочлены 
иР,(х) > 0, еслих2а?20. 
+9 


2384. 1. Если | Кх) ах сходится, то обязательно ли /(х) —* 0 


а 
при х -> +09? Рассмотреть примеры: 
{оо +09 


а) | эш (<)? ах; 6) | (1) ах. 


2. Пусть Их) Е С) [ху, +09), |{^(х)| < С при хо<х<+° и 


+20 


[ |(х)] ах сходится. Доказать, что /(х) — 0 при х -* +00. 


Ы 


4+0 
Указание. Рассмотреть интеграл | Кх)Р(х) ах. 
хо 
2385. Можно ли сходящийся несобственный интеграл 


ь 
| Ех) ах 


от неограниченной функции Кх), определенной на [а, 6], рас- 
сматривать как предел соответствующей интегральной суммы 


п-1 
У КЕДАхь, 
1=0 
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2386. Пусть 


405 


| И) ах а) 


сходится и функция $ф(х) ограничена. Обязательно ли сходится 


интеграл 
+2 


| дс) ах? (2) 


Привести соответствующий пример. 
Что можно сказать о сходимости интеграла (2), если интеграл 
(1) сходится абсолютно? 


4+со 
2387. Доказать, что если | Кх) ах сходится и (х) — моно- 
тонная функция, то Кх) = О (2) : 


2388. Пусть функция [(х) монотонна в промежутке 0 <х<1 
и не ограничена в окрестности точки х = 0. 
Доказать, что если существует 


| Кх) ах, 


то 


1 = и КА )-| [(х) ах. 
п-ою п 

2389. Доказать, что если Е Кх) монотонна и ограни- 

чена в интервале 0 <х <а и существует несобственный интеграл 


а 


| х? Кх) ах, 
0 
то 
Шт ХР Их) = 
х— +0 
2390. Показать, что: 
1 +05 
4х — 4х _ 
ву. р. [|4 0; бу. р. [т 0; 
-1 0 
4+0 
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2391. Доказать, что при х >20 ОЕ 


Нх=у. р. [2 ше 
Найти следующие интегралы: 
+00 2 
ах 
2392. у. р. [я 4. 2393. у. р. | их. 
1 
2 
+09 405 
2394. у. р. Е ах. 2395.у.р. агс х ах. 
1+х? 


$ 5. Вычисление площадей 


1. Площадь в прямоугольных координатах. Площадь 5 плоской фи- 
гуры А,А,В,В, (рис. 10), ограниченной двумя непрерывными кривыми 
у=у(х) иу= у2(х) (ух) 2 у1(х)) и двумя прямыми х =аих=ф (а < 5), 
равна 


8= | [и:(х) — и ах. 


2. Площадь фигуры, ограниченной кривой, заданной в парамет- 
рическом виде. Если х = х(К, у = у(Ю [0 <Е< Т] — параметрические 
уравнения кусочно-гладкой простой замкнутой кривой С, пробегаемой 
против хода часовой стрелки и ограничивающей слева от себя фигуру 
с площадью 5 (рис. 11), то 


т Т 
$= :| идх”в) & = | х(у 6) 4, 
0 0 


В. ли=иу(х) 


А» 


Ву! (х) 


Рис. 10 Рис. 11 
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или 


9 = 


оу 


т 
| [2(Фу’@) - хи} ае. 
0 


3. Площадь в полярных координатах. Площадь 5 сектора ОАВ 
(рис. 12), ограниченного непрерывной кривой г= г(ф) и двумя 
полупрямыми ф = Ч иф = В (а < В), равна 


2396. Доказать, что площадь прямого параболического сег- 
мента равна 


_2 
$= 3, 


где 6 — основание и й — высота сегмента (рис. 13). 


[2 
Рис. 12 Рис. 13 


Найти площади фигур, ограниченных кривыми, заданными 
в прямоугольных координатах. 
2397. ах = у?, ау= х2. 
2398. у = х2, х+у=2. 
2399. у= 2х - х?, х+у=0. 
2400. а) у= Пе хьу= 0, х= 0,1, х = 10; 
б)и= 2, у=2, х=0; 
в) у= (х + 1), х = эт лу, у=0 (0<ух 1). 
2401. у= ху=х + эт? х (0 <х<л). 


2402. у = = ‚у=0. 


а? 


Все параметры в этом и следующих параграфах раздела ТУ счита- 
ются положительными. 
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2403. + :. =1. 

2404. - = р — 22). 

2405. у? = 2рх, 27ру? = 8(х -р)з. 

2406. Ах? + 2Вху + Су? =1(А>0, АС - В*>0). 
2407. у? = 


3 
5 а = (циссоида), х = 2а. 


2408. х=аш аиты _ /а2-у?, у= оО (трактриса). 


2410. у=е*зшх, у=0 (х20). 

2411.В каком отношении парабола у? = 2х делит площадь 
круга х? + у? = 8? 

2412. Выразить координаты точки М(х, у) гиперболы х? - у? =1 
как функции площади гиперболического сектора 5 = ОМ”М, огра- 
ниченного дугой гиперболы М’М и двумя лучами ОМ иОМ', где 
М/(х, —у) — точка, симметричная М относительно оси Ох. 


Найти площади фигур, ограниченных кривыми, заданными 
параметрически: 

2413. х = а(Е - зп В, у=а(1 - с0$ В (0 <Е< 27) (циклоида) 
иу= 0. 

2414. х=21-В,у=Р-в 

2415. х=а (с05 {+ 1 эш®, у=а (зшЁ- 60$ В (0 << 29) 
(развертка круга} их =а, у< 0. 

2416. х=а _ с0$ # -— с05 _— =а (2 Е - эм 28. 


2417. х=-— :. 05° Бу=- с эт # (с? = а? - 62) (эволюта эллинса}; 
2 
бух =а соз к у= ЧЁ, 
) у 2+ зп} 


Найти площади фигур, ограниченных кривыми, заданными 
в полярных координатах: 

2418. г? = а? со$ 26 (лемниската). 

2419. г=а (1 + со0$ ф) (кардиоида). 

2420. г = а зш 39 (трилистник). 


И НЕ т = 
2421. г ег. (парабола), ф «.® 


гг!а 
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2422. адг= —_Р_— (0<Е< 1) (эллипс); 
1+Ес08ф 


1 1 д 
= + г Е зы < 
б)г=3+2 с03 $; в)г=-,г= — (0<9 =. 


2423. г = а соз ф, г=а (со3 ф + эм ©) (м (2,5) =5). 


2424. Найти площадь сектора, ограниченного кривой 


ф = гагоф г 


и двумя лучами ф = Обиф= а 
ИЕ: 
2425. Найти площадь фигуры, ограниченной: 
а) кривой г? + 9? = 1; 
6) лепестком кривой ф = эт (пг) (0%г<1)}; 
в) линиями ф = 4г-г3, ф=0; 
г) линиями ф = г - эюг, ф = 7; 
2а1 42 


замкнутой кривой г = ‚Ф= —. 
д) й р 1+2 Ф 1+1 


Перейдя к полярным координатам, найти площади фигур, 
ограниченных кривыми: 

2426. х3 + уз = Заху (лист Декарта). 

2427. 4 + ий = а2(х? + у?). 

2428. (х? + у2)? = 2а2ху (лемниската). 


Приведя уравнения к параметрическому виду, найти площа- 
ди фигур, ограниченных кривыми: 
2 2 2 
2429. хз + уз =а3 (астроида). 
2430. х4 + и“ = ах?у. 
Указание. Положить у = &х. 


$ 6. Вычисление длин дуг 


1. Длина дуги в прямоугольных координатах. Длина дуги отрезка 
гладкой (непрерывно дифференцируемой) кривой 
у- их) а<х<ь 


равна 


ь 
= [м +у’?(х) ах. 
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2. Длина дуги кривой, заданной параметрически. Если кривая С 
задана уравнениями 


х=х(, у=и 6 <1<7Т, 
где х(#), /(#) Е С [&, Т], то длина дуги кривой С равна 


8 = [7+ У2(Е) а. 


3. Длина дуги в полярных координатах. Если 
г-=г(Ф) (<<Ф< В), 


где г(ф) Е С® [а, В], то длина дуги соответствующего отрезка кривой 
равна 


В 
8= [7х +г* (9) аб. 


Длины дуг пространственных кривых см. в разд. У. 
Найти длины дуг следующих кривых: 


а 
2431.у=х? (0<х<4). 
2432. у? = 2рх (0 <х< хо). 


2433. у=а св от точки А (0, а) до точки В (Ь, 1). 
2434. у=е" (0 < х< ху). 
2435. х = 4 - 5 ту <Зу< 6). 


2 


2436. у=аш—^ 


а?-х? 


(Озх<ь<а). 
2437. у = т созх (0 <х<а< 5). 


2438. хоре — /а?-у? (0 <Б<уха). 


2439. уз = =" | 


2 2 


2440. хз +уз =а? (астроида). 


Ьо 


2 р 2 р 
2441. х= < со53&, у= — $103, с? = а? -Ь? (эволюта эллипса). 
а 


2442. х = с05* $, у= $1 #. 

2443. х=а (# — зт и, у=а(1 - с03 8 (0<Е< 2. 

2444. х = а(соз Е + Е ЗШЬ, у=а (51 ЕЁ - #с0$ #) при 0 <1< 2 
(развертка окружности). 
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2445. а) х=а (31 #- В, у=а (СВЕ - 1) (0 <:<Т}); 
6) х = с53 Бу= $13 (0 <1<Т). 
2446. г = ах (спираль Архимеда) при О<о<х 21. 


2447. г = ае"® (т > 0) при 0 <г<а. 
2448. г=а (1+ с0$ $). 


ры <=). 
2449. (2 г 


2450. г= а з113 . 

2451. г=а и (О<о< 2. 

2452. а) = ;["+ Па<и<з; 
6) ф= № (0<г< 5}; 


во [ Рар (о << В) 
0 


рг=1 + 008 Е, ф=Ё- (О<:<Т<ю. 


2453. Доказать, что длина дуги эллипса 


х=ас05& у=ызшЕ 
равна длине одной волны синусоиды у = с эт ‚гдес= /а?- 62. 


2454. Парабола 4аи = х? катится по оси Ох. Доказать, что фо- 
кус параболы описывает цепную линию. 
2455. Найти отношение площади, ограниченной петлей кривой 


у-=(1 -=) 4, 


к площади круга, длина окружности которого равна длине кон- 
тура этой кривой. 


$ 7. Вычисление объемов 


1. Объем тела по нзвестным поперечным сечениям. Если объем И 
тела существует и 5 = 5(х) [ах < 6] есть площадь сечения тела плос- 
костью, перпендикулярной к оси Ох в точке х, то 

ь 


у- | 5() ах. 


а 
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2. Объем тела вращения. Объем тела, образованного вращением во- 
круг оси Ох криволинейной трапеции 
а<х<ьЬ, О<у<х их), 


где и(х)} — непрерывная однозначная функция, равен 
5 


У, =п [ 12(х) ах. 


В более общем случае объем кольца, образованного вращением во- 
круг оси Ох фигуры а < х < Ь, у(х) < у< ур2(х), где у(х) и у2(х) — не- 
прерывные неотрицательные функции, равен 


| 
у-л | [0 - ах. 


2456. Найти объем чердака, основание которого есть прямо- 
угольник со сторонами а и 6, верхнее ребро равно с, а высота 
равна Й. 

2457. Найти объем обелиска, параллельные основания кото- 
рого суть прямоугольники со сторонами А, В иа, 6, а высота 
равна Й. 

2458. Найти объем усеченного конуса, основания которого 
суть эллипсы с полуосями А, В иа, 6, а высота равна й. 

2459. Найти объем параболоида вращения, основание кото- 
рого 5, а высота равна Н. 

2460. Пусть для кубируемого тела площадь 5 = 5(х) его по- 
перечного сечения, перпендикулярного к оси Ох, изменяется по 
квадратичному закону: 


5(х) = Ах? + Вх + С [< х< |, 


где А, Ви С — постоянные. 
Доказать, что объем этого тела равен 


у= 5] 8(@) нт 4391) г 55) |, 


где Н=ф-а (формула Симпсона). 

2461. Тело представляет собой множество точек М(х, и, 2), 
где0 << 1, причем 0 < х<1, О<у< 1, если 2 рационально, и 
—1 <х< 0, -1 <у<0, если г иррационально. Доказать, что объем 
этого тела не существует, хотя соответствующий интеграл 


| 8® ах=1. 
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Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями: 


х2 22 —_ с е 
2462. =; т = Ба=сх, 2-0. 


2463. © + +2 = 1 (эллипооид). 
а 52 с? 


х? 2 22 — ЕВ 
2464. =; + ы 5 =Ьх= не. 
2465. х? + 22 = а?, +22 =аг. 
2466. х? + у? + 2? = а?, х? + у = ах. 
2467. 22 =ь(а-х), 2 +у=ах. 


2468. #; +1; =1(0 <2<а). 


2469. хти+ 22 =1, х=0, у=0,2=0. 
2470. х2 + у? + 22 + ху + уг + 2х = а?. 
2471. Доказать, что объем тела, образованного вращением во- 
круг оси Оу плоской фигуры 
а<х<фё, О<у<хи(х), 


где у(х) — однозначная непрерывная функция, равен 
5 
У = 2 | ху) ах. 
а 


Найти объемы тел, ограниченных поверхностями, получен- 
ными при вращении отрезками следующих линий: 


2 
2472. у = ь (= (О < х<а) вокруг оси Ох (нейлоид). 


2473. у= 2х -— х?, у= 0: а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 
2474. у= зах, у= 0 (0 < х<л): а) вокруг оси Ох; 6) вокруг 
оси Оу. 


2 
2475. у = ь(=) ‚уи= Е : а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 
а 


2476. у=е*, у=0(0<х +09): а) вокругоси Ох; 6) вокруг оси Оу. 

2477. х? + (и-5)?=а? (0 <а<Ь) вокруг оси Ох. 

2478. х? — ху + и? = а? вокруг оси Ох. 

2479. у=е*/зшх (0 <х< +55) вокруг оси Ох. 

2480. х= а - эт 8, у=а(1- сз В (0 <Е< 2%), у= 0: 
а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу; в) вокруг прямой и = 2а. 

2481. х= аз Ь у=Ь с053 # (0 <Е< 2%: а) вокруг оси Ох; 
6) вокруг оси Оу. 


$ 8. Вычисление площадей поверхностей вращения 215 

ее И 

2482. 1. Найти объем тела, образованного вращением площа- 
ди петли кривой 

х=2-Р, у=Ф-Е 

вокруг: а) оси Ох; 6) оси Оу. 

2. Доказать, что объем тела, образованного вращением во- 
круг полярной оси плоской фигуры 


Оза<ф<В<л, О<г<х г) 


(фиг — полярные координаты), равен 
В 
у= г [7 эт ф а. 


[а 
Найти объемы тел, образованных вращением плоских фигур, 
заданных в полярных координатах: 
2483. 1.г=а (1+ 003$) (0 <ф< 2: а) вокруг полярной оси; 


6) вокруг прямой г с05 ф = 5: : 


2. (х? + у)? = а2(х? - у?): а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу; 
в) вокруг прямой у=х. 

Указание. Перейти к полярным координатам. 

2484. 1. Найти объем тела, образованного вращением фигу- 
ры, ограниченной полувитком спирали Архимеда 

г=аф (а>0;О<охл, 

вокруг полярной оси. 

2. Найти объем тела, образованного вращением фигуры, ог- 
раниченной линиями: 

= 3 =. 
ф=л/?, ФЕД, 

вокруг полярной оси. 

2485. Найти объем тела, образованного вращением фигуры: 


а <г< а! 2120 


вокруг полярной оси. 


5 8. Вычисление площадей поверхностей вращения 


Площадь поверхности, образованной вращением гладкой кривой 
АВ вокруг оси Ох, равна 


в 
Р- 2 [М аз, 
А 


где 45 — дифференциал дуги. 
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Найти площади поверхностей, образованных вращением сле- 
дующих кривых: 


2486. и = х (О<хха) вокруг оси Ох. 
а 
2487. у=а со (|х| < 5) вокруг оси Ох. 


2488. у=4х (о <х< ” вокруг оси Ох. 


2489. у? = 2рх (0<х< хо): а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 
2490. = + е =1 (0 <6<а): а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 


2491. х? + (и-Ь)2 = а? (62а) вокруг оси Ох. 
2 


2 
2492. хз + уз =а 


2 
3 вокруг оси Ох. 


2493. и=а св (ы < ь : а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 


2494. +х = а ШУ — /а?-у? вокруг оси Ох. 
у 
2495. х=а(Е- зп ®, у=а(1-с08 В (0 <1< 27): а) вокруг 
оси Ох; 6) вокруг оси Оу; в} вокруг прямой и = 2а. 
2496. х =а с053 &, у=а 13 Е вокруг прямой у=х. 


2497. г=а (1+ с0$ Ф) вокруг полярной оси. 


2498. г? = а? соз 2$: а) вокруг полярной оси; 6) вокруг оси ф = 


кора 


в) вокруг оси ф = . й 


2499. Тело образовано вращением вокруг оси Ох фигуры, 
ограниченной параболой аи = а? -— х? и осью Ох. Найти отноше- 
ние поверхности тела вращения к поверхности равновеликого 
шара. 

2500. Фигура, ограниченная параболой у? = 2рх и прямой 


х = 5, вращается вокруг прямой у = р. Найти объем и поверх- 


ность тела вращения. 


8 9. Вычисление моментов. Координаты центра масс 


1. Моменты. Если на плоскости Оху масса М плотности р = р(у) за- 
полняет некоторый ограниченный континуум © (линию, плоскую об- 
ласть) и в) = ®(у) — соответствующая мера (длина дуги, площадь) той 
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цасти континуума ©, ординаты которой не превышают у, то Ё-м момен- 
том массы М относительно оси Ох называется число 


м, „Вто, Урду" Аюи) = [| гу\ 45) (в 0,1,2, ..), 
т=Т 


шахАу, > 0 
о 

где Ду; = у - у-: и Аю(у) = (у) — о - у). 

Как частные случаи, получаем при #Ё = 0 массу М, при В =1 — ста- 
тический момент, при Ё = 2 — момент инерции. 

Аналогично определяются моменты массы относительно координат- 
ных плоскостей. 

Если р = 1, то соответствующий момент называется геометрическим 
(момент линии, плоской фигуры, тела и т. д.). 

2. Центр масс. Координаты центра масс (хо, Ио) однородной плоской 
фигуры площади 5 определяются по формулам 


_ м” м» 
№ я У = 5, 
Хх 
где м з м‘ И геометрические статические моменты фигуры отно- 


сительно осей Оу и Ох. 


2501. 1. Найти статический момент и момент инерции дуги 
полуокружности радиуса а относительно диаметра, проходяще- 
го через концы этой дуги. 

2. Найти статический момент дуги параболы 


= 2рх [0 <<) 


относительно прямой х = о : 


2502. 1. Найти статический момент и момент инерции одно- 
родной треугольной пластинки с основанием ф и высотой й отно- 
сительно основания (р = Т). 


2. Найти моменты инерции Г, = М® и! „=М ) относитель- 


но осей Ох и Оу параболического сегмента, ограниченного кри- 
выми 


ау = 2ах-х? (а>0) и у=0. 


Чему равны радиусы инерции г, и г,, т. е. величины, определяе- 
мые соотношениями 


1: = 5, = 8 


у’ 


где $ — площадь сегмента? 
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2503. Найти моменты инерции однородной эллиптической 
пластинки с полуосями а и 6 относительно ее главных осей (р = 1). 

2504. 1. Найти статический момент и момент инерции одно- 
родного кругового конуса с радиусом основания г и высотой р 
относительно плоскости основания этого конуса (р = 1). 

2. Найти момент инерции однородного шара радиуса В и мас- 
сы М относительно его диаметра. , 

2505. Доказать первую теорему Гульдена: площадь поверх- 
ности, образованной вращением плоской дуги С вокруг не пере- 
секающей ее оси, лежащей в плоскости дуги, равна длине этой 
дуги, умноженной на длину окружности, описываемой центром 
масс дуги С. 

2506. Доказать вторую теорему Гульдена: объем тела, обра- 
зованного вращением плоской фигуры 5 вокруг не пересекаю- 
щей ее оси, расположенной в плоскости фигуры, равен произве- 
дению площади 5 на длину окружности, описываемой центром 
масс этой фигуры. 

2507. Определить координаты центра масс круговой дуги: 
х =асо$ ф, у=азшф (ф<а<п. 

2508. Определить координаты центра массе области, ограни- 
ченной параболами ах = у?, ау = х? (а > 0). 

2509. Определить координаты центра масс области 


Жи (О<х<а, О<у<Ь.. 
а 62 

2510. Определить центр масс однородного полушара радиуса а. 

2511. Определить координаты центра масс С (фо, 7) дуги ОР 
логарифмической спирали г = ае"® (т > 0) от точки 0 (-5°, 0) до 
точки Р (ф, г). Какую кривую описывает точка С при движении 
точки Р? 

2512. Определить координаты центра масс области, ограни- 
ченной кривой г=а (1 + соз $). 

2513. Определить координаты центра масс области, ограни- 
ченной первой аркой циклоиды х =а (#- зш В, у=а (1 - со5 В 
(0 << 21) и осью Ох. 

2514. Определить координаты центра масс тела, образован- 
ного вращением площади 0 <х <а; у? < 2рх вокруг оси Ох. 

2515. Определить координаты центра масс полусферы 
Жи +2 =а? (220). 
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$ 10. Задачи из механики и физики 


Составляя соответствующие интегральные суммы и находя 
их пределы, решить следующие задачи: 

2516. Определить массу стержня длины [ = 10 м, если линей- 
ная плотность стержня меняется по закону д == 6 + 0,3х (кг/м), 
где х — расстояние от одного из концов стержня. 

2517. Какую работу надо затратить, чтобы тело массы т под- 
нять с поверхности Земли, радиус которой ВД, на высоту й? Чему 
равна эта работа, если тело удаляется в бесконечность? 

2518. Какую работу надо затратить, чтобы растянуть упру- 
гую пружину на 10 см, если сила в 1 Н растягивает эту пружину 
на 1 см? 


Указание. Использовать закон Гука. 


2519. Цилиндр диаметра 20 см и длины 80 см заполнен паром 
под давлением 10 Па. Чему равна работа пара при уменьшении 
его объема в два раза, если температура пара остается постоян- 
ной? 

2520. Определить силу давления воды на вертикальную стен- 
ку, имеющую форму полукруга радиуса а, диаметр которого на- 
ходится на поверхности воды. 

2521. Определить силу давления воды на вертикальную стен- 
ку, имеющую форму трапеции, нижнее основание которой 
а = 10 м, верхнее 6 = бм и высота й = 5 м, если уровень погру- 
жения нижнего основания с = 20 м. 


Составляя дифференциальные уравнения, решить следую- 
щие задачи. 
2522. Скорость точки меняется по закону 


= + а. 


Какой путь пройдет эта точка за промежуток времени [0, Т]? 

2523. Однородный шар радиуса В и плотности 6 вращается 
вокруг своего диаметра с угловой скоростью ®. Определить ки- 
нетическую энергию шара. 

2524. С какой силой материальная бесконечная прямая по- 
стоянной линейной плотности и, притягивает материальную 
точку массы т, находящуюся на расстоянии а от этой прямой? 

2525. Определить, с какой силой круглая пластинка ра- 
диуса а и постоянной поверхностной плотности 8, притягивает 
материальную точку Р массы т, находящуюся на перпендику- 
ляре к плоскости пластинки, проходящем через ее центр ©, на 
кратчайшем расстоянии РО, равном 6. 
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2526. Согласно закону Торричелли скорость истечения жид- 
кости из сосуда равна 
о=ес2 ай, 


где я — ускорение свободного падения, й — высота уровня жид- 
кости над отверстием и с = 0,6 — опытный коэффициент. 

За какое время опорожнится наполненная доверху верти- 
кальная цилиндрическая бочка диаметра РО = 1м и высотой 
Н=2м через круглое отверстие в дне бочки, если диаметр от- 
верстия 4 = 1 см? 

2527. Какую форму должен иметь сосуд, представляющий со- 
бой тело вращения, чтобы понижение уровня жидкости при ис- 
течении было равномерным? 

2528. Скорость распада радия в каждый момент времени про- 
порциональна его наличному количеству. Найти закон распада 
радия, если в начальный момент # = 0 имелось количество радия 
@»ь, а через время Т = 1600 лет его количество уменьшится в два 
раза. 

2529. Для процесса второго порядка скорость химической 
реакции, переводящей вещество А в вещество В, пропорциональ- 
на произведению концентрации этих веществ. Какой процент веще- 
ства В будет содержаться в сосуде через # = 1 ч, если при & = 0 
имелось 20% вещества В, а при { = 15 мин его стало 80%? 

2530. Согласно закону Гука относительное удлинение Е 
стержня пропорционально напряжению силы с в соответствую- 


щем поперечном сечении, т.е. & = . ‚ где Е — модуль Юнга. 


Определить удлинение тяжелого стержня конической фор- 
мы, укрепленного основанием и обращенного вершиной вниз, ес- 
ли радиус основания равен В, высота конуса Н и плотность р. 


$ 11. Приближенное вычисление определенных интегралов 
1. Формула прямоугольников. Если функция у = и(х) непрерывна 
и дифференцируема достаточное число раз на конечном сегменте [а, 8} 
ий = вх -а+ в (=0,1,..., п), у: = ух), то 
ь 
[дах Ми +и 0+ 


а 


где 


в, - РАЮ @<Е<Ь, 
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2. Формула трапеций. При тех же обозначениях имеем 
ь 


[ коах-и( ии.) В 
а 


где 
Е 


п 


ОО) @<е<ь. 


3. Параболическая формула (формула Симпсона). Полагая п = 24, 
получим 
Б 


} 
| бе ах — [р уз + Чл + уз ву 


а 


+ у. +и.+... + изн 2 + В,, 


где 


- - 2-44 (и) (а< Е < Ь). 


К, 180 


2531. Применяя формулу прямоугольников (п = 12). прибли- 


женно вычислить 
2п 


| х зп хах 
0 
и результат сравнить с точным ответом. 


С помощью формулы трапеций вычислить интегралы и оце- 


нить их погрешности, если: 
1 1 


2582. | - (п=8). 2533. | 4% (= 12). 
0 0 


1 


- 
2584. | -Твиехах п= 6). 
0 


С помощью формулы Симпсона вычислить интегралы: 
9 


2535. | га (=: 2536. | Втсовха (п=6). 
0 


1+ х3 


2 1 


зшх РА хах ре 
2581. | пл 4х (п 10). 2538. | Е. п-0). 
0 9 
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2539. Принимая п = 10, вычислить константу Каталана 
1 
вы | асе х 
Хх 
0 


2540. Пользуясь формулой 


вычислить число Л с точностью до 10-5. 
1 


2541. Вычислить | е=? 4х с точностью до 0,001. 


0 
1 


2542. Вычислить | (е* - 1) шт 4х с точностью до 10“. 


0 
2543. Вычислить с точностью до 0,001 интеграл вероятностей 


+09 


| е->? фх. 


0 


2544. Приближенно найти длину эллипса, полуоси которого 
а = 10ифб= 6. 
2545. Построить по точкам график функции 


у= мт (0<х< 2), 


—>н 


у 


приняв Ах = д/3. 


РАЗДЕЛ \ 


РЯДЫ 


$ 1. Числовые ряды. Признаки сходимости 
знакопостоянных рядов 


1. Общие понятия. Числовой ряд 


со 
а + а. +... На, +... = У (1) 


П=! 
называется сходящимся, если существует конечный предел 


Пт 5, = 5 (сумма ряда), 
л>-о 
где 5, =а, +а» +... +а,. В противном случае ряд (1) называется расхо- 
дяшимся. 
2. Критерий Коши. Для сходимости ряда (1) необходимо и достаточ- 
но, чтобы для любого & > 0 существовало число М = №(2=) такое, что при 
п > Мир> 0 (пир — натуральные числа) было выполнено неравенство 


п+р 


ааа $„| = 


1=1+1 
В частности, если ряд сходится, то 


Нт а, =0. 


п оо 
3. Признаки сходимости 
Признак сравнения Г. Пусть кроме ряда (1), имеем ряд 
ыы +... +В +.... {2) 
Если при п 2 пу выполнено неравенство 
О<а, <Ь,, 
то: 1) из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1); 2) из расхо- 
димости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 
В частности, если а, - В, при п -> ©, то ряды с знакоположитель- 
ными членами (1) и (2) сходятся или расходятся одновременно. 
Признак сравнения Т. Если 
> 
„- 0), 


то а) прир> 1 ряд (1) сходится и 6) прир < 1 расходится. 


Ь Значение символа О* см: раздел Г, 5 6, п.1. 


224 РАЗДЕЛ У. РЯДЫ 


Признак Даламбера. Если а, > 9 (п=1,2,...) и 


а 
| п+1 . 
а @п Ч 
то а) при 4 < 1 ряд (1) сходится и 6) при 4 > 1 расходится. 
Признак Коши. Если а, 20(п=1,2,...) и 
В ^/а, = 9, 
то а) при 4 < 1 ряд (1) сходится и 6) при 4 > 1 расходится. 
Признак Раабе. Если а, > 0 (п=1, 4, ...) и 


[т "( Чл -1)-Р. 


И Я, 1 


то а) прир> 1 ряд (1) сходится и 6) прир < 1 расходится. 
Признак Гаусса. Если а, > 0 п=1,2,...) и 


@п+1 п пе 


где || <Си=>0, то: а) при А > 1 ряд (1) сходится; 6) при А, < 1 ряд расхо- 
дится; в) при А. = 1 ряд (1) сходится, если и > 1, и расходится, если и < 1. 

Интегральный признак Коши. Если Кх) (х > 0) — неотрицательная 
невозрастающая функция, то ряд 


У» 
п-1 


сходится или расходится одновременно с интегралом 


+0 


| Кх) ах. 
1 


Доказать непосредственно сходимость следующих рядов и 
найти их суммы: 


2546.1 + -з+ о 
вт} +) +в) + 
2548. тии +. 
А т 
2550. +1 Е. 1 


О Е 
1.4 4.7 (3п-2)(3п+1) ы 
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2551. а) азш о + 92 эт 2а + ... + 9" эш па + ...; 
6) 4 с0$ © + 47 с0$ 24 + ... + 4" с08 па +... (9<1. 


2552. ю (и+2-2 тт + Ш). 


п=1 


со 
2553. Исследовать сходимость ряда У. яп их. 
п=1 
Указание. Показать, что при х > Ёп (Ё — целое) невозможно, 
чтобы з1 пх -* 0 при п > ©! 


[$] 
2554. Доказать, что если ряд У а, сходится, то ряд 
п=1 
Ра: 1 


у А», где Е № а: (р. = 1, р1 <Р. < ...), 


п=1 =, 


полученный в результате группировки членов данного ряда без 
нарушения порядка их следования, также сходится и имеет ту 
же сумму. Обратное неверно; привести пример. 
© 
2555. Доказать, что если члены ряда у а, положительны и 


п=!1 
ряд >. А„, полученный в результате группировки членов этого 
=1 м 
ряда, сходится, то данный ряд также сходится. 
Исследовать сходимость рядов: 
2556.1—-1+1-1+1-1+.... 
2557. 0,001 + „0.001 + 30,001 +.... 


О ЕЕ О 


т п! 
2559. ТТТ + 
2560. тт + т + зап + --- + обет + 
2561. +... 
256+. + лета + 

1 1 1 1 
т т 
Оба 1 


ЕЕ Ей 
Л. 3.5 2п- 121+ 
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2565. Доказать, что ряд чисел, обратных членам арифмети- 
ческой прогрессии, расходится. 


2566. Доказать, что если ряды ра а, (Ади № Ь, (В) сходятся 


п=1Т п=1 


<) 
иа, < с, <Ь, (п=1, 2, ...), то ряд У. с, (С) также сходится. Что 
п=1 
можно сказать о сходимости ряда (С), если ряды (А) и (В) расхо- 
дятся? 
2567. Пусть даны два расходящихся ряда 
со [®. <) 
У. али У. Ь, 
п=]1 п=1 
с неотрицательными членами. 
Что можно сказать о сходимости рядов: 


а) _ шщ(а,, 6) и 6 у тах(а„, 6)? 


п=1 П=1 


2568. Доказать, что если ряд У, а, (а? 0) сходится, то ряд 
п=1 


со 
2 
У. а, также сходится. Обратное утверждение неверно; привес- 
п=1 
ти примеры. 


© [®. <) 
2 2 
2569. Доказать, что если ряды У. аи о. Ь. сходятся, то 
п=1 п=1 
сходятся, также ряды 
со со | 


У вы, У а, чьл, у №. 


п=1 п=1 п=1 


2570. Доказать, что если 


Пт ла. =а70, 


п>-о 


[©] 
то ряд У. а, расходится. 
п=1 
®. $] 


2571. Доказать, что если ряд У. а, с положительными и мо- 
п=1 
нотонно убывающими членами сходится, то 


Пт па, =0. 
” п>© 
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со 
2572. Является ли сходящимся ряд м а, если 
п=]1 


1 (аа: + а, +... На.) =0 


по 
прир = 1, 2, $, ...? 


Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость следую- 
щих рядов: 


а а 
ца+- +... + —" 
2573. ав о т 


2574. эх + вах ВЕ Этих а, 


2575. 1. ов бов г совйт о созНх фо 


+... (а < 10). 


ПЕ созпх - с05(п+1)х и 


п 
с08х с08х2 со5х" 
2. р” + —28- + ... ыы о + ..ь 
Указание. Использовать неравенство 
1 1 1 1 
= - = (п=2,3....). 
п? п(п-Ь п-Е тп ( м 


Пользуясь критерием Коши, доказать расходимость следую- 
щих рядов: 


2576. 1+1 +1+..+ +, 
2 8 п 
111.11 
. 1-1+ 1+ 1-14...; 
2577. а 1+; з 4 ТЕ тм 
Е И ВЕ 


Пользуясь признаками сравнения, Даламбера или Коши, ис- 
следовать сходимость рядов: 


1000 10002 10003 + 1000" 


2578. ЧО О +. +... 

2579. С от 

2580, Пи. ++... 

2581.) И! в ет +... 
ор Поет 


1 22 33 " пп 
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2582. (10 + (20 4. (310 О... 
2 24 29 2"? 


2583. 1000 ; 1000-1001 „ 1000 10011002 + 


- 
1 1.3 1.3.5 
4,471. 4.7.10 
О 
т 2.6. 10 


2585. а) У. (8-32. - 5/2) ... (М8 - 2"+1). 


п=1 


1, если п = т”, 

со п 
6) > а, где а, =1 | 7 
Ре = › если 7 т 


{т — натуральное число}; 


26 
в) >" =П я ее 
о - со 
2586. \` я 2587. р —.. 2588, > - 
п= п=1 "Лив 
> 1 


ие 
2589. а) Уи; 5х Е; 


п! (2п2+п+1) 2 

_-1 п(п- о. 

= | 
г). +,[2- +2 2+2 +№2- 12+ 2+. +.... 


Указание. „/ = 2005 1. 


2590. Доказать, что если 


Ни = 2 =9(а,> 0), 


тоа, = 0(41) , где а! > 4. 


© *) 
2591.1. Пусть для членов знакоположительного ряда У. ал 
п=1 
(а, > 0) выполнено неравенство 
@т+1 < > 
—— <р<1 при п2№м. 
а, 


п 
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Доказать, что для остатка ряда 
В, = а+1 а, , 2 +... 
имеет место оценка 


п-по+1 


В, <а и, если п? п. 
п по 1-р 0 


2. Найти, сколько членов ряда 


[(2п)!!12 
(4п)! ’ 


где (2п)!=2.4...2п, достаточно взять, чтобы соответствующая час- 
тичная сумма 5, отличалась от суммы ряда 5 меныпе, чем наё = 105, 
2592. Доказать, что если 
т @л+1 
По - =90<Т (а,>0), 
п>® ап 
со 
то ряд уз а, сходится. 
п=1 
Обратное утверждение неверно. Рассмотреть пример 


в аа 


аа 
2 3 22 32 23 33 


2593. Доказать, что если для ряда о а, (а, > 0) существует 


п=1 


Ши “Е =, (А) 
п>© @а; 

то существует также 
пт "а, = 9. (Б) 


п- © 
Обратное утверждение неверно: если существует предел (Б), 
то предел (А) может и не существовать. Рассмотреть пример 


[> 3 _1)” 


2594. Доказать, что если 


т "Иа, =9 (а,20), 


пс 


то: а) при 4 < 1 ряд 3 а, сходится; 6) при а > 1 этот ряд расхо- 


п=1 


дится (обобщенный признак Коши). 
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Исследовать сходимость рядов: 


пп 
<= @с05?— 


2595. у РИ. 2596. \` 


п=! п=1 


2 


2597. а) > ВИА, б) ; (квн), 


2+ соз п. 


Пользуясь признаками Раабе и Гаусса, исследовать сходи- 
мость следующих рядов: 


2вв. (5}} + (5-4) + (5:26) + 


а а(а+а) а(а+4){а+2а) > > 
2599. $ + Ва + ыы +ахь+ 2а) +.... @а>0,6>0,4>0). 


2600. $ 7". 2601. и 
5, ПИ *Р > (2+ /1)(2+ 2)...(2+ п) 
— ИВ р 


< +1)...(р+п-1). 1 
2603. 5 — —. 


со 


(1.3.5...(28-1))Р. 1 
2604. >. | ГЕ | пт 


п=1 


со 


2605. Р(р+П...р+т- п | >20, 4>0). 
в ра Е 1)...(а4+п- | @ 9 ) 
2606. Доказать, что если для знакоположительного ряда 


У; а, (а, > 0) при п -> со выполнено условие 


п=1 


ыы 1+ +01, 


бт, 1 


то 


а 1 
п_ (==) ‚ 


где = > 0 произвольно мало; причем, если р > 0, то а, {0 при 
п > о0, т.е. а, при п 2 пу, монотонно убывая, стремится к ну- 
лю, когда п -+ 00. 
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Определив порядок убывания общего члена а„, исследовать 
© 
сходимость заданного ряда > а„, если: 
п=1 
ПР+а,пР-1+... +а, 
1+6, п1-1+...+6 


2608. а, = Е эщй. 
ПР п 


2609. а, = (Ип+ь - Уши ("> 0. 


2607. а, ‚ где п? + В и7`1 +... +6, > 0. 


9 


й 


2610. а, = ш? (ео л) з 
п 
2611. а, в». (1 + м) (а>0,5>0). 
2612. а, = [е - (1 + т. 
2613.а) а, = — -; ба, = 


п‘ 
2614. Доказать признак Жамэ: знакоположительный ряд 


з 


оо 
У, а, (а, > 0) сходится, если 


п=Т 
(1 —- а) 2: 2р> 1 прип> щ, 
шп 
и расходится, если 


а - 5, < 1 при п > т. 


2615. Доказать, что ряд — а, (а, > 0) сходится, если сущест- 
п=1 
ш— 


а 
вует ©, > 0 такое, что Т 2 >21 -+а при п 2 пу, и расходится, если 
пп 
1 


ш— 
ап 


< 1 при п 2 п, (логарифмический признак). 


шп 


Исследовать сходимость рядов с общим членом: 
2616. а. =п"* (х> 0). 


м 1 
2617. а, = Пила {п>1. 
2618. а, = — № (п> |. 


(шп) т” 
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Пользуясь интегральным признаком Коши, исследовать схо- 
димость рядов с общим членом: 


ВЫ : ВЕ 1 
2619. а) а, т (п> 1}; б) а, ТРУС (п>2). 


2620. Исследовать сходимость ряда: 


^ 12. 113... 1(п+1) 0): 
‚. 2 И Е И 


< 
6) № У ‚ где у(п) — число цифр числа п; 


п=1 


1 
2 тет 
2621. Пусть А, (п = 1, 2, ...) — последовательные положи- 
тельные корни уравнения 
фах =х. 


Исследовать сходимость ряда 


2622. Доказать, что ряд У а, сположительными монотонно 
п=1 
убывающими членами сходится или расходится одновременно 


©а 
с рядом 3 2"а в, 
п=0 
2623. Пусть Кх) — положительная монотонно невозрастаю- 


со 


щая функция. Доказать, что если ряд У (п) сходится, то для 


п=1 
остатка его 
в,= У № 
В=п+1 

справедлива оценка 

40° 4+0 

| Их) ах < В, < п+1+ | К) ах. 

п+1 п+1 


[®.®] 
Пользуясь этим, найти сумму ряда У. — с точностью до 0,01. 
п 


п-т 
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2624. Доказать признак Ермакова: если (х) — положитель- 
ная монотонно убывающая функция и 


т еК(ех) = 
х-®= Кх) 
то ряд № Кп) сходится при Л < 1 и расходится при А > 1. 


п=1 
©а 


2625. Доказать признак Лобачевского: ряд м а, с положи- 
п=1 
тельными монотонно стремящимися к нулю членами сходится 
или расходится одновременно с рядом 


у Ве", 


где р„ — наибольший номер членов а,, удовлетворяющих нера- 
венству 


аа22" (п=т,2,..., ры). 


Исследовать сходимость следующих рядов: 


2626. у Нан Я Е. 2627. у (/и-+а — \?+пт-б). 
п=2 п=1 
ы пт : пл — 1 _ п+1 
2628. > (т, вт 57"). 2629. о в Дшизт. 
2630. у ви). 2631. у е-\". 
п=1 п=1 
2632. у п?е-\. 2633. у ант -1). 
п=1 п= 
со атп+ь со 
2634. сть 4. 2635. а» 
ры ; 2 не 
со 7 13 со свт 
2636. > (сов а | 2637. — р —_ 
п 
ое | ея ти 
2638. р т 2639. з Е 


1 1 


2640. У. [ии (а>0,6>0,с>0). 
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2641. у (п”“ — 1). 


п=1 


2642. у [12 — = ( 


--] 
Зи 
Ри 


2643. >. а-(ти+ ет? п) (а> 0). 


а 


п2п 
2644. у (п+а)"+*(п+Ь)"+а 


м 


[(п+1)!]” 
2645. — я 


шп — 
па 


({а>0,6>0). 


Исследовать сходимость рядов р и, со следующими общи- 


ми членами: 


1 
2646. и, = | ах. 
0 


1+х2 


2648. и, = | 51 р. 


2650. и, = | 5118 у. 
0 


2652. и, = 1, 


п=1 


2647. и, = — 1 


м + х44х 


п+1 


2649. и, = | е- 2 ах. 


2651. и, г ЕЕ ВЕНЕЯ : 


Заменив последовательности х, (п=1,2, ...) соответствую- 
щими рядами, исследовать сходимость их в ряде: 


1 1 
2653. хд=Т+ +... + — - 2. 
М2 п 


2654. х, = а = Сале. 


Е= 
2655. Сколько примерно надо взять членов ряда, чтобы найти 
его сумму с точностью до 10-5, если: 


— 1. о. 
в) У п?’ о — (п+1)! 


п=1 


к 1 
ы 2 (28-1)! } 
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$ 2. Признаки сходимости знакопеременных рядов 


1. Абсолютная сходимость ряда. Ряд 


У а, (1) 


п=1 


называется абсолютно сходящимися, если сходится ряд 


У №. (2) 


п=1 


В этом случае ряд (1) также сходится. Сумма абсолютно сходящегося 
ряда не зависит от порядка слагаемых. 

Для определения абсолютной сходимости ряда (1) достаточно при- 
менить к ряду (2) известные признаки сходимости для знакопостоянных 
рядов. 

Если ряд (1) сходится, а ряд (2) расходится, то ряд (1) называется 
условно (не абсолютно) сходящимся. Сумму условно сходящегося ряда 
путем перестановки слагаемых можно сделать равной любому числу 
(теорема Римана). 

2. Признак Лейбница. Знакочередующийся ряд 


ыыы -Ь +... + (-10" +... 


(6,2 0) сходится (вообще говоря, не абсолютно), если: а) 6. 2 В, 1 
(п=1,2, ...) и 6) БтЬ, = 0. В этом случае для остатка ряда 


В, = (-1)°6 1+ 1" +... 
имеем оценку 
В, = (-1)"0,. 5, ., (0 $0<1). 
3. Признак Абеля. Ряд 


У а, (3) 


сходится, если: 1) ряд > а, сходится; 2) числаф, (п =1,2,...) образуют 
п=1 


монотонную и ограниченную последовательность. 
оо 


4. Признак Дирихле. Ряз (3) сходится, если: 1) суммы А, = У а 
1=1 
ограничены в совокупности; 2) 5, монотонно стремится к нулю при п -* 05. 


2656. Доказать, что члены не абсолютно сходящегося ряда 
можно без перестановки сгруппировать так, что полученный но- 
вый ряд будет абсолютно сходящимся. 
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оо 
2657. Доказать, что ряд р а, является сходящимся, если вы- 
в=1 
полнены условия: а) общий член этого ряда а, стремится к нулю 
[®.®) 
при п — ©°; 6) ряд > А», полученный в результате группировки 
п=1 
членов данного ряда без нарушения их порядка, сходится; в) число 
Ра:1- 1 
слагаемых а, входящих в член А„= У. а, (1=р < р2<...), 
=Р, 
ограничено. 
2658. Доказать, что сумма сходящегося ряда не изменится, 
если члены этого ряда переставить так, что ни один из них не 
удаляется от своего прежнего положения больше чем на т мест, 


где т — некоторое заранее заданное число. 


Доказать сходимость следующих рядов и найти их суммы: 


т 
2659. 1-е +? -Е+. 
659. 1-1 -Я 
р Е 
а 
ео 248 6 ^32 
ре 
„Пе ЕЕ. 
2661.1 +5 4+5 -в + 


Указание. Применить формулу 1 + 5 ое 1 =С+шШп+&,, 
п 


где С — постоянная Эйлера и Нт Е&= 0. 
по 


ры А п+1 
2662. Зная, что У. со = ш 2, найти суммы рядов, полу- 


п=1 
ченных из данного в результате перестановки его членов: 
1 1 1 1 1 
ЕРЕНЕНЕ-ЫН...; 
а 
1 1 1 1 1 
ааа. 
в 2 4 3 6 8 
2663. Члены сходящегося ряда 
у ее: 
п=1 


переставить так, чтобы он стал расходящимся. 
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Исследовать сходимость знакопеременных рядов: 


п(п-|) 


2664. > о. 


п=1 
гаи (21+ 100\”. 
2665. а) р. 1) [оо ) 
Е О а а 
В а а 
2666. Пусть 
УСО", (1) 


п=1 
где 6, > Оиб, -> 0 при п — ©. Следует ли отсюда, что ряд (1) 
сходится? Рассмотреть пример 
у (-1": АС. 
п=1 


Исследовать сходимость рядов: 


< 100. пл а у лал 51121 
2667. > яп“. 2668. 2 (-1) и. 
п 
2669. ра 1) =". 2670. > а: т 
со Нл 
2671. \` зп 2+2). 2672. 5 с. 
п=1 п=1 
В 
2673. а) > ; б) 2 те. 


2674. Доказать, что знакочередующийся ряд 
Ы-ЫЬ-Ыы +... + (-1" 1+... (06,>0) 


сходится, если 


гдер > 0 (см. 2606). 
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Исследовать на абсолютную (кроме 2690) и условную сходи- 
мости следующие ряды: 


2675. У СЮ". 2676. \` СИ”. 
п-1 п п=1 п’ *п 
м + 1". (У С": 27° 
2677 ра [1 р. ] 2678 2 1) - 
со 1 п ое -1 п 
2679. № С. 2680. >. т СОР 
55 1)"-1 со вт” 
об, Е. 2682. 4. 
у [Ма + (31 1 ПР+ вт" 
со со п{п-1) 
2683. У (-1" 7-Е. 2684. \` (-0 2 2 
и п+1 109 ый 2" 
5 ы «< за 
2685. У. 1%. 2686. \` — 12. 
п=1 п п п=2 т 
= ТИ © Палп] 
2687. У ео. 2688. У ©. 
п=1 п=1 
к лт-1 [1.3 .5...(2п- 12 
2689. 2 со [ 2.4.6...(2п) ] : 


2690. у эти. зштл2 : 


2691. У. зщ п. 


Указание. Доказать, что Цт зи п? #0. 
лп-о 
2692. Пусть 


@0хР + а1хР-1+...+а 
А: Нин р 
Вох +Ь, 9-1 +...+Ё 

[О 1 9 


В(х) = 


— рациональная функция, где а? 0, & 7 би в + Хх" +... 
...НВ> 0 прих > по. 
Исследовать на абсолютную и условную сходимости ряд 


у (-1)"А(ъ. 


п=по 
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Исследовать сходимость рядов: 
1 1 1 1 1 1 
й — ее -е ея 
1Р 24 * 32 47 5Р [1 :. 
1 1 1 1 


Е 
О Рок: 


О Е Е 
2695.) 1+1. а -Еч.; 
И и 


24 32 42 59 62 1 89 $ 
2696. Доказать, что ряды 


а) зшх- вая + т ВЯ 


с05 2х + с053х о 


6) соз х + 
3 


не абсолютно сходятся в интервале (0, дл). 
2697. Для рядов 


со со , 
р со5пх УЗ пих (0 <х< п) 
ПР ’ ПР 
п=1 п=1 
определить для совокупности параметров (р, х): а) область абсо- 
лютной сходимости; 6) область неабсолютной сходимости. 


2698. Исследовать сходимость рядов: 
("+ 
со 91 пП+- 
Ш * 


> (-1)7 
9 о : о >. (шп) 


шп 


_ эти __ 
я) р п 10эшп° 
2699. И ДВ 
> (- 1" 1+ п + 


В 
п=1 


определить: а) область абсолютной сходимости; 6) область услов- 
ной сходимости. 
2700. Исследовать сходимость ряда 
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2701. Если ряд уз а, сходится и 


п=1 
вы. 


п>-<ю а; 


со 


то можно ли утверждать, что ряд м Ь, также сходится? 


п=1 
ее] 1 п 
Рассмотреть примеры: Уи я иу | +: : 
п=1 п=1 


2102. 1. Пусть У. а, — не абсолютно сходящийся ряд и 


п=1 


< |а]+а, м _— п, [а] -а, 
ам: т 2 


ЕТ 


Доказать, что 


т м, = 1. 


п-®ю Р; 


2. Доказать, что сумма ряда 


са (-1)"*1 
> и 
1 


для каждого р > 0 лежит между ь и 1. 


2703. Сколько членов ряда следует взять, чтобы получить его 


сумму с точностью до = = 10`° в ряде: 


р б' 


п=1 


2704. Доказать, что если члены ряда 


а 
2 3 4 5 


переставить так, чтобы группу р последовательных положитель- 
ных членов сменяла группа 4 последовательных отрицательных 


членов, то сумма нового ряда будет 


ш2+1шр. 
2 а 
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2705. Доказать, что гармонический ряд 


ее. 
2 8 4 
останется расходящимся, если, не переставляя его членов, изме- 
нить их знаки так, чтобы за р положительными членами следо- 
вало бы 9 отрицательных (р * 9). Сходимость будет иметь место 


лишь прир = (4. 


$ 3. Действия над рядами 


Сумма и произведение рядов. То определению полагают: 


[2.2 ое) тре) 
в > о рые. 
п=1 п=1 п=1 п=1 П=1 п=1 
где 
с. =а16, + а26,_1+... аб. 
тре) 
Равенство а) имеет неформальный смысл, если оба ряда о. аи 
п=1 
до 
У 6, сходятся, а равенство 6) — если, сверх того, по меньшей мере 
п=1 
один из этих рядов сходится абсолютно. 


2706. Что можно сказать о сумме двух рядов, из которых: 
а) один ряд сходится, а другой расходится; 6) оба ряда расхо- 
дятся? 

2707. Найти сумму двух рядов: 


— п+ 1 
а За | 
Зл 8 Зп+1 
п=1 
Найти суммы следующих рядов: 


2пп 
© 605— 


2708. — [5+2]. 2709. > —-. 


п+1 


2710. у х В Ё= (5 < 1). 


2711. Показать, что У. т . ра 1" = 1. 
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[2 


2 со 
2712. Показать, что © <" =» +14" ([ч < 1] } 
п=0 пП=о 
2713. Показать, что квадрат сходящегося ряда 


—. п+1 


есть ряд расходящийся. 


2714. Доказать, что произведение двух сходящихся рядов 


зз = @>0и № С в>0) 


=}! ° ПЕТ 


есть ряд сходящийся, если о + В > 1, и расходящийся, если 
со +В < 1. 

2715. Проверить, что произведение двух расходящихся 
рядов 


‚2 аня +3) 


есть абсолютно сходящийся ряд. 


$ 4. Функциональные ряды 


1. Область сходимости. Совокупность Хо тех значений х, для кото- 
рых сходится функциональный ряд 


из (х) + и2(х) +... Ниих) + ..., (1) 


называется областью сходимости этого ряда, а функция 


8(%) = Вт, у и. (х) (хе Хо) 


#=1 


— его суммой. 
2. Равномериая сходимость. Последовательность функций 


Р(х), Р(х), ..., РЕх),... (*) 


называется равномерно сходящейся на множестве Х, если: 
1) существует предельная функция 


Кх) = Пит 1х) (хех); 


2) для любого числа = > 0 можно указать число № = №(=) такое, что 
[(х) р [() < 
при п > МихЕХ. 
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В случае равномерной сходимости последовательности (*) к Кх) 
используют обозначение: 


1, (х)-& Их). 


Функциональный ряд (1) называется равномерно сходящимся на 
множестве Х, если равномерно сходится на этом множестве последова- 
тельность его частичных сумм: 


п 


3„(х) = оз и(х) (п=1,2, ...). 


#=1 


3. Критерий Коши. Для равномерной сходимости ряда (1) на мно- 
жестве Х необходимо и достаточно, чтобы для каждого & > 0 существо- 
вало число № = №(=) такое, что при п > Мир> 0 было выполнено нера- 
венство 


би + р(х) — 5,(х) = >. и (х)| < & для всех хЕХ. 


1=1+1 


4. Признак Веиерштрасса. Ряд (1) сходится абсолютно и равномер- 
но на множестве Х, если существует сходящийся числовой ряд 


с + с2+...+е,+... (2) 
такой, что 
и, < с, прихЕХ (п=Ь 2, ...). 


5. Признак Абеля. Ряд 


со 
У) а,б®)ь (3) 
=1 
©.) 
сходится равномерно на множестве Х, если: 1) ряд № а,(х) сходится 
п=1 


равномерно на множестве Х; 2) функции 6,(х) (п =1, 2, ...) ограничены 
в совокупности и при каждом х образуют монотонную последователь- 
ность. 

6. Признак Дирихле. Ряд (3) сходится равномерно на множестве Х, 

м 
если: 1) частичные суммы >. а,(х) в совокупности ограничены; 
п=1 

2) последовательность 6,(х) (п = 1, 2, ...} монотонна для каждого хи 
равномерно на Х стремится к нулю при п -> ©°. 

7. Свойства функциональиых рядов. а) Сумма равномерно сходя- 
щегося ряда непрерывных функций есть функция непрерывная. 

6) Если функциональный ряд (1) сходится равномерно на каждом 


[с, В] с (а, Ь) и существуют конечные пределы 


Нм и,(х) =А, (п=Ь0,...), 
х>а 
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са 
то: 1) ряд р А, сходится; 2) имеет место равенство 


п=1 


Ша [$ и.о = у [шт и. |. 


п=1 


в) Если члены сходящегося ряда (1) непрерывно дифференцируемы 
©.) 


при а < х<Ьи ряд производных У и'(х) сходится равномерно на 
ПЕ! 
интервале (а, 5), то 


4“ [545] = у и'(х) при хе (а, 9). 


п=1 


г) Если члены ряда (1) непрерывны и этот ряд сходится равномерно 
на конечном сегменте {а, 6], то 


| [5 “с «- У Г ин(х) ах. (4) 


п=1 п 


в 
Вообще формула (4) верна, если [во 4х — © при п -> 0, где 
а 
©. 
Е„(х) = я и(х). Это последнее условие годится также и для случая 
1=1+1 
бесконечных пределов интеграции. 


Определить области сходимости (абсолютной и условной) сле- 
дующих функциональных рядов: 


сп < (-1)" 1-х)" 
2716. > п. 2717. >» 56) 

> п и" > ти 2х ] 
РТВ о А) у в р 2.4...(2п) \1+х2) * 
2720. У` 2-3" 1-х). 2721. У "Их 

. У. р Хх“ х) . 21. У Е - 

п=1 п=1 

в (1) ^^ пРаппх 
2722. И В" 2723. не 9 ‚(94>0;0<х<л). 


2724. 


$4. Функциональные ряды 245 


© Гх(х+п) е х" 
2725. — [98 | | 2726. > т. 
©.) хп 
аа р (1+х)(1+42)...(1+^") ° 
ия 1 
2728. о пе ё 2729. о ет ра з 
ее 1 1 1 
2730. У (2-х)(2 -х?)(2 - х3)(2 - х") (х>0). 
п=1 
_ (п+х)" < ху" р 
2731. 2. т 2132. у И (х>0;и>0). 


2733. У` РЕ (и20). 2734. У хи". 
п=1 пП=1 


2735. У ШИ +1”) (.>0). 2736. у ш"(х $ #). 
пу п 


п=1 п=1 
о 
2737. Доказать, что если ряд Лорана ьз а,х" сходится при 
п=-© 


х=х, и при х = х, (= < |) ‚ то этот ряд сходится также при 
| < | < [х. 
2738. Определить область сходимости ряда Лорана 
+ оо г 
в 
>. эых 
п=-о 

и найти его сумму. 


2739. Определить области сходимости (абсолютной и услов- 
ной) рядов Ньютона: 


© [>=] 
х 1. с 1. (ех)"у" 
а) > о 6) р РГ” > , 
п= 


п=1 


где х!"1 = х(х - 1)..[х — п- 1]. 


© 
а 
2740. Доказать, что если ряд Дирихле № —" сходится при 
п 
п=1 


Х = хо, ТО этот ряд сходится также при х > %. 
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2741. Доказать, что для равномерной сходимости на множе- 
стве Х последовательности {,(х) (п =1,2, ...) к предельной функ- 
ции }(х) необходимо и достаточно, чтобы 

По {зарг,(х)} = 0, 
п—^ 00 хеЕХ 
где г. (х) = Их) - 1,(х).. 

2742. Что значит, что последовательность [,(х) (п =1, 2, ...): 
а) сходится на интервале (х., +09); 6) сходится равномерно на 
каждом конечном интервале (а, 6) С (хо, +09); в) сходится 
равномерно на интервале (ху, +09)? 

2743. Для последовательности 


[1(х) = х" (п=1,2,...) (0<х<1 


определить наименьший номер члена № = М№(Е, х), начиная с ко- 
торого отклонение членов последовательности в данной точке х 


от предельной функции не превышает 0,001, если х = РЕ ‚ Ев аа 
10 о 
1 
ыы , 
"о 
Сходится ли эта последовательность равномерно на интерва- 
ле (0, 1)? 


2744. Сколько членов ряда 


у залх 
= п(п+1) 
следует взять, чтобы частичная сумма 5,(х) отличалась при 
—©0 <х<+<0 от суммы ряда меньше чем на &? Произвести 
численный расчет при: 
а) Е = 0,1; 6) Е = 0,01; в) & = 0,001. 
2745. При каких п будет обеспечено выполнение неравенства 


й 


1=0 


< 0,001 (О< хх 10)? 


Исследовать последовательности на равномерную сходи- 
мость в указанных промежутках: 

2746. [,(х) = х"; а) 0<х< 5; 6)0<х<1. 

2747. 1(х) = х"- х"+ 1; 0 < 

2748. {„(х) = х" - х"; 0<х 
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О САТИЕСВС 


2749. 1, (х) = =; ох < +. 


2750. /(х) = —П_; 0<х<1. 


1+п+х 


2751. 1.(5) = Г; а)0<х<1-5 б1-Е<х<1+Е; 


в) + <х < +00, гдеё> 0. 


2752. 1.) = ИА; Зо<х< Ц б1<х <. 


2753. {.(х) = |+ 5 оо < х< +0. 


2754. (<) = п 1-х}; 1<х < +00. 


2755. а) [1(х) = этих, 00 < х< +0; 


6) {,(х) = зт=; 00 < х < +00. 
2756. а) {„(х) = агс%й пхх О<х<+0; 

6) {,(х) = х аго%ё пх; 09 <х< +0. 
2757. 14(х) = е"®7 1; О0<х<1. 


2758. [„(х) =е -@-п)?; а) -[ <х < р, где | — любое положитель- 


ное число; 6) —-©0 < х < +05. 


2759. 11(х) = т; 0<х<1. 
й п 


2760. 7„(х) = (1 + =)"; а) на конечном интервале (а, 6); 


6) на интервале (-©°; +05). 


1 
2761. {,(х) = п(х" —- 1); 15 х<а. 
2762. 1 (х) = Ут +х"; О<хха. 


2763. 1(х) = п? (2 -=), если 1 <х <; 


на сегменте 0 < х< 1. 
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2764. Пусть (х) — произвольная функция, определенная на 
сегменте [а, 65], и 


г. = ИИ (и-т,2,...). 


Доказать, что 


(<) 3Кх) (а<х<о 


при п —> ©°. 


2765. Пусть функция /(х) имеет непрерывную производную 
7’ (<) в интервале (а, 6) и 


1. (х) = "| {х 4 я г в 


Доказать, что }(х) 8 /(х) на сегменте о < х < В, гдеа <а<В<6. 


п-1 Е 
2766. Пусть {„(х) = х Их + =) ‚ где (х) — непрерывная 
1=0 
на (-с°, +05) функция. Доказать, что последовательность {,(х) 
сходится равномерно на любом конечном сегменте [а, 6]. 
Исследовать характер сходимости следующих рядов: 


2767. о. х” на интервале: а) |х| < 4, гдеа < 1;6) [х| < 1. 


0 
2768. а) У. =. на сегменте —1 <х< 1; 


6) У в на интервале (0, +05). 


2769. 7% (1 — х)=" на сегменте о <х< 1. 


2710. у 2; ее 


п п+1 
п=1 
2 ЕН: ЗЕНА. , 
т р ОЗУ ВоВе 
2772. ;0<х < +00. 


— и 1)’ 


Иа <х < > 0; 
о о 


бё<х < +0. 


2773. 
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2774. Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать равно- 
мерную сходимость в указанных промежутках следующих 
Ре рядов: 


у =, 200 < х< +00; 9.1 с, —2 < х< 40; 


п=Т 
©.) со 
в) > —* —_,О<х< +05; г) у ЩИ, [| < +0; 
| 1+04д? ‚ 1+75х2 
п= п= 


<< 2; 


д) = их”, 


н=1 


1 
2 


е) у -—— ее < а, гдеа — произвольное положитель- 
п=1 ге 


ное число; 


со С со 
ж у’ Вия чо; в) у 998, чо; 


о п=1 

и) этих < +с°; к) __ =), х| < а; 
В 5 ы 

л) № х2ет"х, 0 3х < +0; м) > агов — ‚[х| < +0. 


ВЕТ п=1 


Исследовать на равномерную сходимость в указанных про- 
межутках следующие функциональные ряды: 


99: $ 
2775. У ПХ на сегменте: а) < х < 2 - в, где > 0; 
п 
п=1 


б)0<х< 2. 


2776. у 27 
п=1 п=}1 


Указание. Оценить остаток ряда. 


о п(п-} 
2778. у, 20" ;о<х< м. — 2779. — СО; < 
: п+зшх ° 2—4 З/п+ея 
со сов? 
2780. 0 —— — 8; -ю < х< +00. 


а МП +? 
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2781. х этхэшлх. ;0< х < +0. 


2  МП+х 
зы у 

2782. \ СИ, о<х < чо. 
р Иа)’ 


2783. Может ли последовательность разрывных функций 
сходиться равномерно к непрерывной функции? 
Рассмотреть пример 


1.(®) = 1х) (п=1,2, ...), 


где 


0, если х иррационально; 
(х) = 1 1, если х рационально. 


2784. Доказать, что если ряд уз |/.(х)| сходится равномерно 
п=1 


на [а, 6], то ряд р [„(х) также сходится равномерно на [а, 6], 


п=1 
ее) 


2785. Если ряд а 7.(х) сходится абсолютно и равномерно на 


п=1 


[а, Ь], то обязательно ли ряд У: |/ (| сходится равномерно на 
п=1 


[а, 62 


ос 
Рассмотреть пример У (-1)"(1 — х)х", ге0<х< 1. 
п=0 
2786. Доказать, что абсолютно и равномерно сходящийся ряд 


>. 1.(х) (0<х<1, 


п=1 
где 
если Ох хх 2+1, 


- 


3112(2" * 1х), если? "+10 <х<х2”; 


р(х) = 


> =1- @ 


$ если 2 "<х<1, 


нельзя мажорировать сходящимся числовым рядом с неотрица- 
тельными членами. 
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2787. Доказать, что если ряд 


у фи(х), 


п=1 
члены которого суть монотонные функции на сегменте [а, 6], схо- 
дится абсолютно в концевых точках этого сегмента, то данный 
ряд сходится абсолютно и равномерно на сегменте [а, 6]. 
2788. Доказать, что степенной ряд 


со 
п 
У. 
п=0 


сходится абсолютно и равномерно на любом сегменте, целиком 
лежащем внутри его интервала сходимости. 


1 


2789. Пусть а, -* © так, что ряд уз 
ат 


п=1 


сходится. Доказать, 


со 
что ряд У ь сходится абсолютно и равномерно на любом 
= х-а, 

ограниченном замкнутом множестве, не содержащем точек а, 


(п=1,2,...). 


= 
2790. Доказать, что если ряд а, сходится, то ряд Дирихле 
п р р 


лп=1 
со 


а» > 
> Е сходится равномерно при хр 0. 
п 
пЕ1 


со =) 
2791. Пусть ряд № а, сходится. Доказать, что ряд уз а,е ^* 
п=1 п=1 
сходится равномерно в области х 2 0. 
2792. Показать, что функция 


со 


Ко = у. Этих 
п=1 


непрерывна и имеет непрерывную производную в области 
© < х< +00. 
2793. Показать, что функция 


400 1 


Кх) = №. Гири 


п=-о 


а) определена и непрерывна во всех точках, за исключением це- 
лочисленных: х = 0, +1, +2, ...; 0) периодическая с периодом, рав- 
ным 1. 


252 РАЗДЕЛ \. РЯДЫ 


2794. Показать, что ряд 
[2 
о [(пхе"* - (п - хе’ ^ 1 
п=1 
сходится неравномерно на сегменте 0 < х < 1, однако его сумма 
есть функция, непрерывная на этом сегменте. 
2795. Определить области существования функций Кх) и ис- 
следовать ее на непрерывность, если 


ое = У. (+41); Ома у Е, 
п=1 пП=1 


р, рН 
в) (>) Ур (1+х2)"° 
2796. Пусть г, (& =1,2, ...) — рациональные числа сегмента 
[0, 1]. Показать, что функция 


— х-г 
Е=1 
обладает следующими свойствами: 1) непрерывна; 2) дифферен- 
цируема в иррациональных точках и недифференцируема в ра- 
циональных. 


2797. Доказать, что дзета-функция Римана 


1 
((х) = из п 
п=1 
непрерывна в области х > 1 и имеет в этой области непрерывные 
производные всех порядков. 
2798. Доказать, что тэта-функция 
4 о 
0(х) = е-пп?х 
(х) р 
определена и бесконечно дифференцируема при х > 0. 
2799. Определить области существования функции К(х) и ис- 
следовать ее на дифференцируемость, если: 


а) Их) = >. СИ; = У и. 
п=1 п= 


2800. Показать, что последовательность 


р =1 


= агсфЕ х"(п=1,2, ...) 


сходится равномерно на интервале (-©5, +05), но 


[та их # Ни 1). 
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2801. Показать, что последовательность 


1 


их) = х?+ = 
п 


; и =] 
эп "( х 5 


сходится равномерно на интервале (—с0, +09), но 
[Вт РС) > Ша Ё(х). 
п-о< о, 
2802. Определить, при каких значениях параметра &@: 
а) последовательность 
[.(х) = пбхе`"* (1) 


(п=1,2, ...) сходится на сегменте [0, 1]; 6) последовательность 
(1) сходится равномерно на [0, 1]; в) возможен предельный пе- 
реход под знаком интеграла 


Пт | /.(х) ах. 


п> 0 


6 


2803. Показать, что последовательность 
1.(х) = пхе-"=* (п=1,2,...) 


сходится на сегменте [0, 1], но 


1 1 


[ро иода я ша, [7.69 4. 


[и [и 
2804. Показать, что последовательность 
(<) = пх(1 —- х" п=Ь2.,...) 


сходится неравномерно на сегменте [0, 1], однако 
1 1 
та | 1 (х) ах = | та 1, (<) ах. 
по по 
о 0 


2805. Законен ли переход к пределу под знаком интеграла 
в выражении 
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Найти пределы: 


д 2 (-1)"*1 . хп 
2806: . р. п х"+1° 


п=1 


В > п _ д.П+1 
2807. „№ 2% (х" — х"*1). 


х—>+0 х>о 


а и. Иа Е 2 
2808. а) шп ра ей 6) Ит ра РР 


2809. Законно ли почленное дифференцирование ряда 


У агсёр © ? 
п 


п=1 


2810. Законно ли почленное интегрирование ряда 


со 1 1 
У В - == | 
п=1 


на сегменте [0, 1]? 
2811. 1. Пусть Их) (—с0 < х < +00) — бесконечно дифферен- 


цируемая функция и последовательность ее производных Д"(х) 
(п=1, 2, ...) сходится равномерно на каждом конечном интер- 


вале (а, 5) к функции $(х). Доказать, что ф(х) = Се*, где С — по- 
стоянная величина. Рассмотреть пример /„(х) = е-@-"*, п= 1, 
Оси. 
2. Пусть функции [„(х) (п = 1,2, ...) определены и ограниче- 
ны на (-—©0, +00) и [}(х) 3 $(х) на любом сегменте [а, 6]. Следует 
ли отсюда, что 


Вт зарКх) = зирФ(х)? 


$ 5. Степенные ряды 


1. Интервал сходимости. Для каждого степенного ряда 
а, +а(х-а) +... +а,(х -а)" +... 
существует замкнутый интервал сходимости: |х — а] < В, внутри кото- 


рого данный ряд сходится, а вне расходится. Радиус сходимости В оп- 
ределяется по формуле Коши—Адамара 


о 
5 - би 3/04. 


п-© 
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Радиус сходимости В может быть вычислен также по формуле 


В= Ца |-@ |, 
ее Чт. 1 
если этот предел существует. 
со 
2. Теорема Абеля. Если степенной ряд 5(х) = У. ах” (ы < в) схо- 
п=0 


дится в концевой точке х = В интервала сходимости, то 
5(В) = Шла 5(х). 
х-> 8-0 


3. Ряд Тейлора. Аналитическая в точке а функция /(х) в некоторой 
окрестности этой точки разлагается в степенной ряд 


Остаточный член этого ряда 


во = по — У а 


#=0 


может быть представлен в виде 
(и+ 1) е 
В,(х) = Пеано @)) ду (0<8< 1) 
(п+1)! 
(форма Лагранжа) или в виде 
"+1 (а+0,(х-а)) 


Ви(х) т т 


(1 -6,)*(х - а)" *' (0 <0, < 1) 


(форма Кои!!). 


Необходимо помнить следующие пять основных разложений: 


Г. их +++. (-09 <х < +55). 

! п! 
п. вх - С + (-с0 < х < +09). 
Ш. совх= и + а (-00 <х < +09). 


ГУ. О 


х"+... (-1<х<1. 
п! 


у па еси 
2 8 п 
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4. Действия со степенными рядами. Внутри общего интервала схо- 
димости |х - а| < В имеем: 


а) >’ а,(х -а)" + > «(х — а)" = я (а, + Ь,)(х — а)"; 
п=0 п=0 п=0 
6) У` ах -а)" У а -а)" = У. сих а)", 
п=0 п=0 п=0 
где с„ = аб, + а16,_-1+... + або; 


(2. ®) 


в) г ро, а,(х = “| = о (п + Па, + 1(х ыы а)"; 
.. а НН “У | = > о - а)" *'. 


5. Степенные ряды в комплексной области. Рассмотрим ряд 


со 


У. сих -а)", 


п=0 


где 
с. =а.-+№, а=а+, а=х+и, Р=-1. 


Для каждого такого ряда имеется замкнутый круг сходимости |х -а < В 


внутри которого данный ряд сходится (и притом абсолютно), а вне расхо- 
дится. Радиус сходимости В в радиусу сходимости степенного ряда 


з фе." 


п = 
в действительной области. 


Определить радиус и интервал сходимости и исследовать по- 
ведение в граничных точках интервала сходимости следующих 
степенных рядов: 


2812. У` г. 2813. У ВСВ (+1. 
п=1 пП=1 

2814. а. 2815. а"? х" (0<а<1). 
п= п=1 
[©] п? 

2816. У (1+ :) х". 2817. у пд" @> 1. 
п=1 п=1 


2818. 5. и О] [1)". 


2819. у (-1)" т х". 
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2820. у ти 
п=1 в 
2821. > Е г =) х” (а>0,6>0). 
2822. ое сы (@>0,5>0). 2823. у Е = (@>0). 
п=1 п=!1 
< 3-Лх" _ (пи _ 
2824. > т 2825. р т" 
2826. >. С ("= 2827. ; (ен 
п=1 к г 
= 5 те 
2828. ВЕ д". 2829. = Е НЕЬ 
п=1 = 
2830. в =. 


— 


2831. а) из м (ряд Принсгейма); 


п=1 


6) У 10 (1 -х)", где у(п) — число цифр числа п; 
п=1 


2.2) х в 
в : 
) р а 
2832. Определить область сходимости гипергеометрического 
ряда 
1+“ 2 
1.2. у(у+1) 
(0+ 1)...(%+п-1 +1)...(В+т-1 


... + анк 
1.2... п-У(+Ь...у+п- 1) 


Найти область сходимости обобщенных степенных рядов: 


ее 1 1-х” 
2833. > (=) 2834. _ тт. 
2835. у 2. 2836. у (1 & уе". 


2837. з В 42" х. 
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2838. Функцию 
И(х) = ха 


разложить по целым неотрицательным степеням бинома х + 1. 
2839. Функцию 


Иод = ао) 


разложить в степенной ряд: а) по степеням х; 6) по степеням би- 


1 
нома х -— В, гдер 7 а; в) по степеням -. Указать соответствующие 
№ 


области сходимости. 

2840. Функцию Кх) = Ш х разложить по целым неотрица- 
тельным степеням разности х - | и выяснить интервал сходи- 
мости разложения. Найти сумму ряда 


т (-1 п+1 
= 
п=1 
Написать разложения следующих функций по целым неот- 


рицательным степеням переменной х и найти соответствующие 
интервалы сходимости: 


2841. Кх) = 36 х. 

2842. /(х) = сп х. 

2843. Кх) = э1ш? х. 

2844. {(х) = а* (х> 0). 

2845. (х) = эп(и агсэт д). 

2846. [(х) = соз(и агся1т х). 

2847. Написать три члена разложения функции Кх) = х* по 


целым неотрицательным степеням разности х - 1. 
2848. Написать три члена разложения функции 


1 
Кх) =а+х)* 


(х 0) и КО) = е по целым неотрицательным степеням перемен- 
ной х. 

2849. Функции зп (х + В) и со3$ (х + №) разложить по целым 
неотрицательным степеням переменной Й. 

2850. 1. Определить интервал сходимости разложения в сте- 
пенной ряд функции 


Кх) = > 


х2-5х+6 


а) по степеням х; 6) по степеням бинома х - 5, не производя са- 
мого разложения. 
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2. Можно ли а: что 
к 21 - 
у (-1)"! ее = зшх 
п=1 5 
на (-с°, +09) при № > ©? 


Пользуясь основными разложениями Г--У, написать разло- 
жения в степенной ряд относительно х следующих функций: 


2 
2851.е*. 2852. соз2х. 
10 
2853. зт3х. 2854. =. 
1-х 
2855. №. 2856. —_. 
(1-х) м1-2х 
2857. п п 
1-х 
РВВ. 1+х- — 
Указание. Разложить данную дробь на простейшие. 
12-5х х 
2859. б_ 5х _ ` 2860. а-эа- я?) . 
2861. т. 
1-х-х? 
= 1 {1000/02 
2862. ет и ; 6) Кх) ит Чему равно { (0)? 
хсоза — х? хэта 
ВН 1-2 080+ х2 ° ее 1- 2хсова+х? ” 
хзва 1 
Е, 2866. ————. 
теор 1-2 хева. + х2 ы (1-х2) Л - х2 


2867. ш (1 + х+ х? + х3). 


2868. е* °°°° соб (х эт 0). 
Указание. Применить формулы Эйлера, 


Разложив предварительно производные, путем почленного 
интегрирования получить разложения в степенной ряд следую- 


щих функций: 


2869. {(х) = агсёо х. Найти сумму ряда а ет : 


2870. {(х) = агсзш х. 


2871. /(х) = т (х+ /1+х2?). 
2872. (х) = 11 (1 - 2х сова + х?). 
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2873. Применяя различные методы, найти разложения в сте- 
пенной ряд следующих функций: 
а) (х) = (1 + х)тАа +х); 


нае | 
6) (х) д п т. + 5 агсф х; 
ты 2-2х. 
в) /(х) = агсфе пет 
№ 2х. 
г) /(х) = агсёя а! 


д) Кх) = х агсёе х — ш /1+х?; 

е) /(х) = агссоз (1 — 2х7); 

ж) Кх) = х агсаш х + /1-х?; 

3) (хх) = х Ш (х + 1 +5’) - 1+2. 
2874. Используя единственность разложения 

2 
Ка в) - Ко) = од + + 
найти производные лп-го порядка от следующих функций: 

а) /(х)=е*'; 6) /(х)=ет; в)Кх) = агсёв х. 

2875. Функцию 
р 1 
В 2+2х+х2 


разложить по целым положительным степеням бинома х + 1. 
2876. Функцию 


1 
х = —— 
Их = т 
разложить в степенной ряд по целым отрицательным степеням 
переменной х. 
2877. Функцию 


Их) = Шшх 
разложить в степенной ряд по целым положительным степеням 
х-1 
оби =. 
пр х+1 
2878. Функцию 
Кх) = —= 
/1+х 


разложить в степенной ряд по целым положительным степеням 


дроби ——. 
1+х 
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2879. Пусть 
ть к х” 
Их) = № ТЕ 
Доказать непосредственно, что 
Кх)Ки) = Их + у). 


2880. Пусть по определению 


п х2п+ +1 
эшх = > (1) — Вах’ 


2п 
с08 х = у (-1)"_* 


1 
еы (2п)! ° 


Доказать, что: 
а) зп х соз х = й эш 2х; 6) эт? х + сз? х = 1. 


2881. Написать несколько членов разложения в степенной 


ряд функции: 
55 1 
иэ- |5 (55| | 


п=0 


Производя соответствующие действия со степенными ряда- 
ми, получить разложения в степенные ряды следующих функ- 
ций: 


2882. /(х) = (1 + хде”. 2883. Кх) = (1 - х)? св Хх. 
2884. {(х) = ш? (1-х). 2885. /(х) = (1 + х?) агсй х. 
2886. /(х) = е* соз х. 2887. /(х) = е* зш х. 

2888. (х) = пе 2889. /(х) = (агсёи х)?. 


2890. /(х) = Е 


Написать три члена разложения (отличные от нуля) в степен- 
ной ряд по положительным степеням переменной х следующих 
функций: 

2891. /(х) = 45 х. 2892. (х) = 1х. 


2893. /(х) = вех - : 
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2894. Пусть разложение зес х записано в виде 


< Ез 2п 
зесх = Хх’. 
р (2п)! 


Вывести рекуррентное соотношение для коэффициентов Е, 
(числа Эйлера). 
2895. Разложить в степенной ряд функцию 


1 
= ————_—_ 1 ь 
и 1-21 +х? (ы ь | 


2896. Пусть [(х) = № ах". Написать разложение функции 
п=0 


Е(х) = Па. 


[< 
2897. Если ряд у. а,х“" имеет радиус сходимости В., а ряд 
п=0 
©. 
У Ь,х“" — радиус сходимости В., то какой радиус сходимости 
п=0 
В имеют ряды 


а) № (а, +6,)х"; 6) у аб х"? 
п=0 п=0 
2898. Пусть 


а а 


иЁ = Нт п 


по 


п. 


[= Нм 


п>о 


а 


а 


п+1 п+1 


©. 
Доказать, что радиус сходимости В степенного ряда У. ах” 
п=0 
удовлетворяет неравенству 
1< Е< Г. 
[< 
2899. 1. Доказать, что если /(х) = №9 а,х", причем 
п=0 


Ма„|<М (п=1, 2, ...), 


где М — постоянная, то: 1) Кх) бесконечно дифференцируема в 
любой точке а; 2) справедливо разложение 


К) = У Г ха)" (4 < +9). 
пП=0 у 
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2. Пусть /(х) Е С®(а, 5) и |!" (х)| < с" (п=0,1,2, ...) при 
хЕ(а, 6). Доказать, что функция Кх) разлагается в степенной ряд 


[.) 


Кх) Е У. а,(х Е Хо)" (хо Е (а, 5)), 


п=0 


сходящийся в интервале (а, 6). 

3. Пусть /(х) © С [-1, Пи Ё"(х) 20 (п=0, 1, 2...) при 
хЕ[-1, 1]. Доказать, что в интервале (-1, 1) функция /х) раз- 
лагается в степенной ряд 


© 
1(х) = уз а,х”. 
п=0 
Указание. Используя монотонность производных /®(х) для ос- 
таточного члена В„(х) ряда Тейлора функции Кх), получить оценку 


[8.9 < [1 КО. 


2900. Доказать, что если: Ра, 20; 2) существует 


со 


Пт анх" = 5, 
х—>и-0 
п=0 


[>] 
то ра а,В" = 5. 
пП=0 


Разложить в степенной ряд функции: 
х 


2901. | е-#? 44. 2902. [ 4 _. 
0 0 Е 
2903. | Эт. 2904. | АСЕ арх. 
0 0 


х 


[1 
2905. | ма + (написать четыре члена). 
о 


Применяя почленное дифференцирование, вычислить суммы 
следующих рядов: 


2906. х + = Е 


2907. +... 
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х? х 
2908. 1 + 5: т + .... 


2 3 
и ЕВЕ бет 
р 127 99. 2 


1 1.3.2, 1.3.5.3 
2910. 1+ Ех ее +.... 
Г. 2 2.4 2.4.6 
Указание. Производную ряда умножить на 1-х. 


Применяя почленное интегрирование, вычислить суммы 
рядов: 
2911. х + 2х2 + 3х3 +.... 


2912. х — 4х? + 9х3 — 16% +.... 
2913.1: 2х +2. 3х2 +3: 4х3 + ..., 
2914. Показать, что ряд 


2915. Показать, что ряд 


. й > С 


удовлетворяет уравнению 


хХу’+у-у=0. 


Определить радиус и круг сходимости степенных рядов в 
комплексной области (2 =х+ и): 


2916. У Ее». 2917. У а 
п. 2" и (п+1)(п+2) 


п=1 
со 


п!2пт ны 2е 
2918. о (+920. +лр . 2919. ра пав . 
2920. \` а. 


2921. Пользуясь формулой бинома Ньютона, приближенно 


вычислить 3/9 и оценить оптибку, которая получится, если взять 
три члена разложения. 
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2922. Приближенно вычислить: 
а) агсёе 1,2; 6) 9/1000; в; 
Ме 
г) ш 1,25 и оценить соответствующие погрешности. 


Пользуясь соответствующими разложениями, вычислить 
с указанной степенью точности следующие значения функций: 

2923. в1ш 18° с точностью до 1075. 

2924. соз 1° с точностью до 10-5. 

2925. +5 9° с точностью до 10'3. 

2926. е с точностью до 10°8. 

2927. |1 1,2 с точностью до 10“. 

2928. Исходя из равенства 


д = агсзш Е, 
6 2 


найти число л с точностью до 10“. 
2929. Пользуясь тождеством 


= 1 1 
я ага 5 + ага 2 ; 


вычислить число п с точностью до 0,001. 
2930. Пользуясь тождеством 


п = 


1 1 
4 = -— тьЙ 
7 агс - агсё 


239 ? 


определить число п с точностью до 10°. 
2931. Пользуясь формулой 


= 1 1 
ши+И-=Ши+2 | + ЗА +... |, 


найти п? и ш 3 с точностью до 10°. 


2932. С помощью разложений подынтегральных функций 
в ряды вычислить с точностью до 0,001 следующие интегралы: 


1 4 
1 
а) [ет ах 6 [е*ах 
0 2 


2 1 
в) | ВЕ у г) | соз х? ах; 
х 
0 0 
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1 +0 
6х ах 
—- ах; е) | ——; 
д | х ы. ) 1+ х3 
0 
1 
3 1 
ах ах 
ж) ; | ; 
п , 1+“ 
1 
100 2 
в) | (+х) ду ю [| “ехал: 
х 
10 © 
1 
5 
о -[= ах. 


2933. Найти с точностью до 0,01 длину и одной полуволны 
синусоиды | 
у=эзшх (О%ххм. 
2934. Найти с точностью до 0,01 длину дуги эллипса с полу- 
осями а=Тиб= — 


2985. Провод, подвешенный на двух столбах, расстояние меж- 
ду которыми равно 2} = 20 м, имеет форму параболы. Вычислить 
с точностью до 1 см длину провода, если стрелка прогиба # = 40 см. 


$6. Ряды Фурье 


1. Теорема разложения. Если функция [(х) кусочно-непрерывна и 
имеет кусочно-непрерывную производную /'(х) в интервале (-1, 1), при- 


чем все точки разрыва & регулярны (т. е. /(&) = ГЕ — 0) + КЕ +0)], то 


функция Кх) на этом интервале может быть представлена рядом Фурье 


[.) 


290 плх 77а 
Их) - +. [4 сов +, вт пл, (1) 
где 
| Ех) сов" ах (п=0, 1,2, ...) (2) 
и 


1 
= т | Пою) эт 4х (п 1,2...) (2') 
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В частности: 
а) если функция Их) четная, то имеем 


= + р а, со", (3) 
где 
1 
= | Па со 4х (п-0, 1,2...) 


6) если функция {(х} нечетная, то получаем 


Их) = у Ь, т“, (4) 


п=1 
где 


5 [лы яп п 4х (п=1,2, ...). 


Функцию [(х), определенную в интервале (0, [) и обладающую в нем 
приведенными выше свойствами непрерывности, можно в этом интер- 
вале представить как формулой (3), так и формулой (4). 

2. Условие полноты. Для всякой интегрируемой на интервале (-1, [) 
вместе со своим квадратом функции /(х) формально построенный ряд 
(1) с коэффициентами (2), (2°) удовлетворяет равенству Ляпунова 


2 
= В У +) == [оо 


п=1 


3. Интегрирование рядов Фурье. Ряд Фурье (1), даже расходящий- 
ся, интегрируемой по Риману в интервале (-[, 1} функции Кх) можно 
интегрировать почленно в этом интервале. 


2936. Функцию 
Кх) = эт х 


разложить в ряд Фурье. 
2937. Каков будет ряд Фурье для тригонометрического мно- 
гочлена 


Р/‚(х) = о (с; с0$ &х + В, шт 1х)? 
2938. Разложить в ряд Фурье функцию 


Кх) = звпх (-л<х<мп. 
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Нарисовать график функции и графики нескольких частных 


сумм ряда Фурье этой функции. 


Пользуясь разложением, найти сумму ряда Лейбница 


УЕ С 1 
п=1 
Разложить в ряд Фурье следующие функции: 


А, если 9 <х<Г 
0, если [< х < 2, 


2939. 71(х) = | 


где А — постоянная, в интервале (0, 21). 


2940. /(х) = х в интервале (-—т, п). 


2941. /(х) = 5 х в интервале (0, 2). 


2942. /(х) = |х| в интервале (-л, 7). 


ах, еелил < х< 0; 
ох, если 90 < х<л, 


2943. [(х) = | 


гдеаиф — постоянные, в интервале (-—л, п). 


2944. /(х) = 12 -— х? в интервале (—т, п). 

2945. /(х) = созах в интервале (—л, п) (а — не целое). 
2946. /(х) = зп ах в интервале (-л, п) (а — не целое). 
2947. (х) = зв ах в интервале (-л, Л). 

2948. 1(х) = е="* в интервале (-й, 1). 

2949. /(х) = х в интервале (а, а + 21. 

2950. /(х) = х эп х в интервале (-х, п). 


2951. [(х) = х созх в интервале (-=, Я : 


Разложить в ряд Фурье следующие периодические функции: 
2952. К(х) = зп (со$ х). 

2953. /(х) = агсаш (51ш х). 

2954. /(х) = агсе1п (соз х). 

2955. /(х) =х - [х]. 

2956. /(х) = (х) — расстояние х до ближайшего целого числа. 
2957. Кх) = вп 2. 

2958. [(х) = [соз 21. 


2959. (х) = Е (4<+1). 


ПЕТ 
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2960. Разложить в ряд Фурье функцию 
= Я <х< т. . 
Ех) = зесх ( г. х я 


Указание. Вывести соотношение между коэффициентами аи 
@и-2- 

2961. Функцию /(х) = х? разложить в ряд Фурье: а) в интер- 
вале (—л, п) по косинусам кратных дуг; 6) в интервале (0, л) по 
синусам кратных дуг; в) в интервале (0, 21). 

Нарисовать графики функций и сумм рядов Фурье для слу- 
чаев а), б) ив). 

Пользуясь этими разложениями, найти суммы рядов: 


2962. Исходя из разложения 
2 м 1)" +1 яппх -л<х<м), 
х р а 


почленным интегрированием получить разложение в ряд Фурье 
на интервале (-л, п) функций х^, хз их“. 
2963. Написать равенство Ляпунова для функции 


1 при [х| < ©; 
0 при а < | < л. 


ао = 


Исходя из равенства Ляпунова, найти суммы рядов: 


© 2 с 2 
пли и с087 пи 
> = Е: 


п=1 п=1 


2964. Разложить в ряд Фурье функцию 


х, если0<х<1; 
Кх) = 1, если 1 <х<2; 
3-х, если < х<3. 


Пользуясь формулами 


со5х = Е г), эш х = = Е), 
2 21 


где = бир =е", получить разложение в ряд Фурье следующих 
функций: 
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2965. соз?"х (т — целое положительное число). 


азтх 
и: 1 - 2асозх + 9? (< у. 
2967. — 1-7“ (< 1. 


1 - 24созх + а? 


1- 4°0$х 
2968. и тт (< 1). 


2969. 11(1 — 24 созх + 4^) (< 1. 


Разложить в ряд Фурье неограниченные периодические 
функции: 


2970. Кх) = ш вле 
2971. /(х) = ш сов. 
2972. /(х) = шп = В 


2973. Разложить в ряд Фурье функцию 


х 


К») = | т 


сш 4 (-п<х<т. 


2974. Разложить в ряд Фурье функции 
х = х($), у=у($) (0 $%3<4а), 
дающие параметрическое представление контура квадрата: 


0<х<а,0< у <а, где$ — длина дуги, отсчитанная против хода 
часовой стрелки от точки О\(0, 0). 


2975. Как следует продолжить заданную в интервале ( 0, ы 


интегрируемую функцию [(х) в интервал (—л, л), чтобы ее разло- 
жение в ряд Фурье имело вид 


[(х) = у а, соз (21 -1)х (-п<х<п) 


п=1 
2976. Как следует продолжить заданную в интервале (о, " 


интегрируемую функцию [(х) в интервал (—л, п), чтобы ее разло- 
жение в ряд Фурье имело вид 


Их) = > Ь, зщ (2п -1)х (Сл<х<л 


п=1 
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29771. Функцию 


кыо-= (8 -=) 


разложить в интервале ( 0, =] : 


а) по косинусам нечетных дуг; 

6) по синусам нечетных дуг. 
Нарисовать графики суммы рядов Фурье для случаев а) и 6). 
2978. Функция Кх) антипериодична с периодом т, т. е. 


Кх + п) = -Кх). 


Какой особенностью обладает ряд Фурье этой функции в ин- 
тервале (—л, пл)? 

2979. Какой особенностью обладает ряд Фурье функции Кх) 
в интервале (-л, п), если /(х + л) = Кх)? 

2980. Какими особенностями обладают коэффициенты Фурье 
а», (п=1,2,...) функции у = Кх) периода 2х, если график функ- 


ции: а) имеет центры симметрии в точках (0, 0), (= } 0 ; 6) имеет 


? 


центр симметрии в начале координат и оси симметрии х = + 


а 


2981. Как связаны между собой коэффициенты Фурье а,„, 6, 

иа,„, В, (п = 0, 1,2, ...) функций ф(х) и \\(х), если 
ф(-х) = \(х)? 

2982. Как связаны между собой коэффициенты Фурье а,, 6, 

иа,, В, (п=О0, 1,2, ...) функций $(х) и у(х), если 
ф(-х) = -\4(х)? 

2983. Зная коэффициенты Фурье а,, 6, (п =0, 1,2, ...) интег- 
рируемой функции [(х), имеющей период 2л, вычислить коэф- 
фициенты Фурье ап, ба (п=0, 1,2, ...) «смещенной» функции 
НКх + №) (№ = сопз®. 

2984. Зная коэффициенты Фурье а,, 6, (п=0, 1,2, ...) интег- 


рируемой функции [(х) периода 21, вычислить коэффициенты 
Фурье А,, В, (п=0, 1,2, ...) функции Стеклова 


хп 


= зу | 9%. 
х-л 
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2985. Пусть Кх) — непрерывная функция с периодом 2% 
иа,, 6, (п=0, 1,2, ...) — ее коэффициенты Фурье. Определить 
коэффициенты Фурье А‚, В, (п=0,1,2,...) свернутой функции 


Е(х) = -| КОК + В) а. 


Пользуясь полученным результатом, вывести равенство 
Ляпунова. 


$ 7. Суммирование рядов 


1. Непосредственное суммирование. Если 


он-то, (пП=Т,а,...)и Ш =, 


п 
по 


то 


2 
- ШО - и. 
пПЕТ 


В частности, если 


2 1 
= мо, 
ат, 1... тт 
где числа а, (= 1,2, ...) образуют арифметическую прогрессию со зна- 
менателем 4, то 


В некоторых случаях искомый ряд удается представить в виде ли- 
нейной комбинации известных рядов: 


со со 2 о п+! 
=] Гл (-1)”* 1 _ 22 
= ш 2; Е Е 
№ 3 п? 6 уз п? 12 ИТ ы 
п= п= ПЕТ 
оо 
2. Метод Абеля. Если ряд У. а, сходится, то 
п=0 
оо >.) 
ха, 
п=0 ^^ п=0 


Сумма степенного ряда у ах” в простейших примерах находится 
п=0 
с помощью почленного дифференцирования или интегрирования. 
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3. Суммирование тригонометрических рядов. Для нахождения 


сумм рядов 
со со 
уз а, сов пх и 2 р, эт пх 
п=0 


п=1 
их обычно рассматривают как действительную часть и соответственно 
как коэффициент мнимой части суммы степенного ряда в комплексной 
со 
области У а,2“, где = е*. 
п=0 
Здесь во многих случаях полезен ряд 
[2.5 
27 1 
УВ = = ш— {|=| < 1). 
п 1-х 
л=1 
Найти суммы рядов: 
1 1 


1 
Е Е 
ыы 1.3 3.5 5.7 
1 1 1 
ра Е НН Е 
а Е 
1 1 1 
р. В о 
ыы 1.2 8 45“ 


— п 
= рр (п+1)(п+2)(п+3)° 


2990. У а (т — натуральное число). 


=. п(п+т) 
2991 ЕТ 
2992. — = т. 2993. > В 
2994. > а: не — и 
2996. — аи+ь. 299 > а 
2998. у и РН о и 
3000. у ны. 


3001. Пусть Р(х) = в-+а:х +... + а,х”. Найти сумму ряда 


со 


уз и и". 


п= 
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Найти и следующих рядов: 


3002. Е па Ли, 3003. >. Ех 
> (-1)” 212+1) 21. гоп. 
о Е 20% 3005. > ИТ 


С помощью почленного дифференцирования найти суммы 
рядов: 


3006. У р 


п 


5 —1 п-12п 
3007. У р: 


ыы х4п+1 
3008. У, а 


а(а+4).. [+ (п 104], Г 
3009. и а (а>0). 


Указание. Производную ряда умножить на 1-х. 


2 3 
010. ТЕН НЕ + 
32 3.6\2 3.6.9\2 


С помощью почленного интегрирования найти суммы рядов: 


3011. > п2х"-1, 


3012. У. п(п + 2)". 


п-1 


3013. у (ат хе". 
= п! 


Используя метод Абеля, найти суммы следующих рядов: 


1 1 1 
ев 
зо 4 и 10 
1 1 1 
р: 
3015.15 +Е-т+ 
=. 
2 2. 2.4.6 
р мы 
2 3 .4 5 
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Найти суммы следующих тригонометрических рядов: 


3018 Ярих 3019 у созпх 
: . и Е 


п 
ПЕ! п=1 


3020. у эппазтихь 


п 


3021. у зигламлих (2<=<*. 


п=1 п 

ыы 311(2п- 1х ^ ля С<08Пх 
3022. >. 1 : 3023. р (-1) ЕЕ 

^^ с05(2п- Г)х п-1 Эх. 
3024. у. (2—1: : 3025. у (-1) И" 


п=1 


3026. у В 


3027. Построить кривую у Эрих ппу = 0. 
П=Т т 


Найти суммы следующих рядов: 


3028. а 2х х)2”, 


п=1 


3029. и —_ т 


! 2! 3! 
р —. ь (+02) ь (х+1)(х+2)(х+3) ь 


а а а 
3031. о. 92 
аз+х а.+х аз+х 


+... при условии, что х > 0, а, >0 
[е.*2 1 С 
=1,2,...) и — расходящийся. 
) в дящ 
3032. . ом +... ели < во >1. 
С 


хпт+1 


3033. о и-—а- =: ›‚› если: а) |5 < 1; 6) |< >1. 
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$ 8. Нахождение определенных интегралов 
с помощью рядов 


С помощью разложения подынтегральной функции в ряд вы- 


числить следующие интегралы: 
1 


1 
3034. | п ах. 3035. | Пн 51+ 2) д. 
3-06: 
о 


0 
1 


3036. | (+2) дх. 
Хх 


о 
1: 


3037. | хр Ци — <) ах (>0,9>0) 


о 
+00 


1 
3038. | шх. Ш (1-х) ах. 3039. | к. 
о 0 


2лх 


3040. | ах, 
ех+1 
о 


3041. Разложить по целым положительным степеням модуля # 
(О<#А< 1) полный эллиптический интеграл 1-го рода 


л 


5 
Е(Ё) = | О: 
] Л- № 


3042. Разложить по целым положительным степеням модуля Ё 
(Оз < 1) полный эллиптический интеграл 2-го рода 


я 


2 
Е() = | Л 4. 
0 


3043. Выразить длину дуги эллипса 
х=а со х=ЬзщЕ (0<1< 2м) 


с помощью ряда, расположенного по целым положительным сте- 
пеням эксцентриситета. 


Доказать равенства: 


1 
3044. | “-х1. 
46% пп 
0 в 
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+о 


045. 2х? <: 2 ОИ! ди +1, 
3045 | е->* п ах ах 22. ети 
. = 


2п 
3046. | 68 * со$ (з1ш х) со8 пх 4х = Е (п=0, 1,2, ...). 
) ! 


Найти: 


а с05 Хх 


3047. | е со (а чт х — пх) 4х (п — натуральное число). 


[3 
я = — 


3048. | — хЯпа 
| 1- 2асозх + 92 
0 


Указание. См. пример 2864. 
3049. | п (1 - 2а со5 х + 02) ах. 


0 
3050. Доказать формулу 


+00 


—х | | 
| С О И Е 98 
ах а 


0 


1 И + (-1) 91, (1) 
а” 


а"+1 ° 


гдеа > 0и0< 6, < 1. 
С какой точностью выразится интеграл 


+2 
ех 
——__ ах, 
| 100+х 


0 
если в формуле (1) взять два члена? 


5 9. Бесконечные произведения 


1. Сходимость произведения. Бесконечное произведение 


Р1рз.. Ри... = Р» (1) 


п=1 
называется сходящимся, если существует конечный и отличный от нуля 
предел 


пи, Пиз вес 


1=1 
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Если Р = 0и ни один из сомножителей р, не равен нулю, то произ- 
ведение (1) называется расходящимся к нулю; в противном случае про- 
изведение называется сходящимся к нулю. 

Сходимость произведения (1) равносильна сходимости ряда 


[232 
У шр,. (2) 
п= по 
Необходимым условием сходимости является 


Пт р,=1. 


Еслир, =Т+а,„ (п =1,2, ...) и ©, не меняет знака, то для сходимости 
произведения (1) необходимо и достаточно, чтобы был сходящимся ряд 


У - У, - 5. (8) 


п=1 п=1 
В общем случае, когда с, не сохраняет постоянного знака и ряд (3) 


сходится, произведение (1) будет сходиться или расходиться к нулю 
вместе с рядом 


та - У, - 1. 


2. Абсолютная сходимость. Произведение (1) называется абсолют- 
но или условно (не абсолютно) сходящимся в зависимости от того, аб- 
солютно или условно сходится ряд (2). Необходимым и достаточным 
условием абсолютной сходимости произведения (1) является абсолют- 
ная сходимость ряда (3). 

3. Разложение функций в бесконечные произведения. При 
—60 < х < +60 имеют место разложения 


: > та 2 =. _ 4х? 
мих-# (1 ==), сов == [1 И 


п= п-1 


п 
В частности, из первого при х = 5 получаем формулу Валлиса 
а 


л _ - 21 _2п 
2 П 1 2п+1° 


Доказать следующие равенства: 


3051. Г (1-55) =1. 3052. [| #1 -2. 


©21— 


3053. [1 = а = 3054. П [2 у В =2. 


п=-2 п=0 
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2 - х _ зшх 
3055. П со Ба =. 3056. и сов; = * А. 
- х _ з1х 2т) — 
3057. [[ ть 3058. Па + 2") = т; &<1) 
п=1 п=0 
3059. =. в. Ё 


-. 81 3 _ т 
3060. | ] Зп-Е 3+1 3.3. 


Доказать сходимость и определить значения следующих бес- 
конечных произведений: 


со 


3061. п ия. 3062. [| [1+ Е 5. 


= ПЕ 


(-1)” 
(21+ 1 (2п+Т). 7: 
3063. п: (2п+3)(2п+5)° 3064. Па (а> 0). 


3065. Следует ли из сходимости произведений 19 рии п Ч 


п=1 п=1 


сходимость произведений: 


э По +9 5 Пя; ЭП 2 9 Пи? 


п=1 п=1 п-1 


Исследовать сходимость следующих бесконечных произ- 
ведений: 


3066. П :. 3067. П п. 


и п(п+2) 
3068. [] (1+5). т 
зото. [| ( 


2 
3071. [] И: где 2 + ап +6>0 при п? и. 
п? +ап+ь 


- (п-а,)(п-а,)...(п-а,) в 
3072. П ЕР Е КИ гдеп, > 6, 1=1,2,..., р). 
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- п+1 — п 
3073. П о. 3074. П = 
3075. П +1. 3076. П п? п. 

н р я _ | : 
И В В ее 
3079 П 1-х”) 3080 П (1 + = 

п-0 п=1 

= [1 (2+1) = и 

—_ 4. п п 
ый + |. И (1 2) 

е д д а чих | 
3083. (2 [2 =) сов". 3084. [ |—" 

п=1 п=1 а 

п 


3085. П Лп(п+х)- шп. 


п=1 


3086. Доказать, что произведение П с05 х, сходится, если 


п=1 


2 
сходится ряд П о 


п=1 


3087. Доказать, что произведение П (т + ©, ) ( Ю,| < ". 
п=1 


©. 2 
сходится, если абсолютно сходится ряд у 0. 
п=1 
Исследовать на абсолютную и условную сходимости следую- 
щие бесконечные произведения: 


зовв. [1+ 59“ ]. зов. П [1+ 9579. 
п=1 п=1 п. 


3090. | [1+ 2%". 3091. | [1+1]. 
п=1 п=2 
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со Ш ©о ь. Е 
3092. | —^^. 3093. ей, 
ев: ПИ» 
пп) 
3094. П вст”. 3095. П а я ыо]. 
п=1 п=1 


3096. [1+ =) (1-1) (1- =) (1+ =) (1- =) х 
и. лы 


1 В 1 1) (1-1) 1 
Зоот. (1+1) (1-5) (1+ вк) (1+) (1-5) (1+8). 
3098. Показать, что произведение 
(+ (2-14 + (1--).-. 
2 2 12 3 3 ИЕ 
сходится, хотя ряд 
1 . 1) (2 1 р 
+] +[-= |+... 
(8) * (я) +++) 
расходится. 


3099. Показать, что произведение П (1 +а,,), где 


п=1 


=, еслип= 2-1, 
МЕ 
[од Е 
е 1+1. ТР еслип=аА, 
о КУ 
сходится, хотя оба ряда уз ом и № и расходятся. 
п= п=1 
3100. Пусть 
< 1 

((х) = рр Ее 


(Озета-функция Римана) ир, (п=1,2,...) — последовательные 
простые числа. 
Доказать, что 


П(:- а. - К». 
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3101. Доказать, что произведение 


Вы. 


и ряд 


гдер, (п=1,2, ...) — последовательные простые числа, расхо- 
дятся (Эйлер). 
3102. Пустьа, > 0 (п=1,2, ...) и 


а 1+2 + (1) (> 0). 


@в+1 
Доказать, что 


Указание. Рассмотреть 


| в 17 
Ни а пР=а 1+.) . 
п->о п ' [2 п 


п 
п= 


8103. С помощью формулы Валлиса доказать, что 


18:5. (21-0 1 
2.4.6..(2п) а, 


3104. Доказать, что выражение 


_ пет 
по 

ПЕ 

п 2? 


имеет отличный от нуля предел А при п — ©. 
Вывести отсюда формулу Стирлинга 


я-а 
т=Ап 2е" (1+ &,), 


где Пт &=ОиА= М2п. 


по 


Указание. Искомый предел представить в виде бесконечного 
произведения 


по 


оо 
, а 
А = Ц а. а, [ т. 
ая 
=1 


Для определения константы А воспользоваться формулой 
Валлиса. 
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3105. Согласно Эйлеру гамма-функция Г(х) определяется 
следующей формулой: 
: п!пх 
ба ее х(х+1)...(х+п)° 
Исходя из этой формулы: 
а) представить функцию Г(х) в виде бесконечного про- 
изведения; 
6) показать, что Г(х) имеет смысл для всех действитель- 
ных х, не равных целому отрицательному числу; 
в) вывести свойство 
Ге + п = Го); 
г) получить значение Г(п) для п целого и положительного. 
3106. Пусть функция Кх) собственно интегрируема на сег- 
менте [а, ] и 


би в, ш = Ка + 0,) 2, п). 


Доказать, что - 


пп П (1 +9,/,) = еп 
ее 1=1 


3107. Доказать, что 


(х)ах 


гдеа>0иь> 0. 
3108. Пусть /[„(х) (п= 1,2, ...) — непрерывные функции на 


интервале (а, 5) и! (х)| < с, (п=1,2, ...), где ряд ». с, сходится. 
п=1 
Доказать, что функция 


Ео= Па+ьс < 


п=1 
непрерывна на интервале (а, 6). 
3109. Найти выражение для производной функции 


Е(х) = п 0+]: 
п=Т 


Каковы достаточные условия существования Ё*’(х)? 


3110. Доказать, что если 0 < х <у, то 


ХХ... (х+ п) — 


пью У(У+Т)...(уи+п) 
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$ 10. Формула Стирлинга 


Для вычисления п! при больших значениях п полезна формула 
Стирлинга 


9, 
п! = Ш2лп пе "'1" (0<0,<1). 


Пользуясь формулой Стирлинга, приближенно вычислить: 


3111.15 1001 3112.1.3:5... 1999. 
1.3.5...99 40 
3113. 2.4.6 _ 100 . 3114. Сто * 
1 
100! _ 4.250 
3115. ак: 3116. | (1 — х2)50 ах. 
0 


2п 


3117. | 311200 х 4х. 
0 


3118. Вывести асимптотическую формулу для произведения 
(20-1)! =1.3:5...(21-1). 


3119. Приближенно вычислить С. ‚ если п велико. 


3120. Пользуясь формулой Стирлинга, найти следующие 
пределы: 


а) Пт "И; 6) Иш —”; 
) т) ) п па 
в), аа г) Пт шли! . 
по "Д2п- Гун п- < шип 


5$ 11. Приближение непрерывных функций 
многочленами 


1. Интерполяционная формула Лагранжа. Многочлен Лагранжа 


п 


Р„(х) = № тян инк 


х;- хо)... (1-х, 1) (51-Х: 1)... (5, х,) 


1=0 


обладает свойством Р„(х,) = у, 1=0, 1,..., п). 
2. Многочлены Бернштейна. Если /(х) — непрерывная на сегменте 
[0, 1] функция, то многочлены Бернштейна 


В„(х) = у д: С х(1 — х)"-! 
1=0 


при п -> © сходятся равномерно на сегменте [0, 1] к функции Кх). 
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3121. Построить многочлен Р,(х) наименьшей степени п, 
принимающий заданную систему значений: 


Чему приближенно равны Р,(-1), Р„(Т), Р„(6)? 

3122. Написать уравнение параболы и = ах? + 6х + с, прохо- 
дящей через три точки: А (хо - В, у 1), В (ху, у), С (хх + В, и). 

3123. Вывести формулу для приближенного извлечения кор- 


ней у= /х (1<х< 100), используя значения ху = 1, ш= 1; 
х=25, и = бух. = 100, у. = 10. 
3124. Вывести приближенную формулу вида 


эш х° = ах + 6х3 (0<х< 90; х = агс 45), 


используя значения 


зп 0° = 0, эп 30° = 5, эт 90° = 1. 


Пользуясь этой формулой, приближенно найти: 
зш 20°, з1п 40°, з1п 80°. 
3125. Построить для функции {(х) = [| на сегменте [-1, 1] ин- 
терполяционный многочлен Лагранжа, приняв за узлы точки: 


1 
=0, +=, +1. 
ь 2 


3126. Заменив функцию у(х) многочленом Лагранжа, при- 
ближенно вычислить 


где 


3127. Составить многочлены Бернштейна В„(х) для функций 
х, х2, хз на сегменте [0, 1]. 

3128. Написать формулу многочленов Бернштейна В,„(х) для 
функции Кх), заданной на сегменте [а, 6]. 
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3129. Приблизить функцию Кх) = + на сегменте [-1, 1] 
многочленом Бернштейна В. (х). 
Построить графики функций у = ых иу= В.(х). 


3130. Приблизить функцию {(х) = [х| при -1 < х< 1 много- 
членами Бернштейна четного порядка. 
3131. Написать многочлен Бернштейна В‚(х) для функции 


Кх) = е** (а<х<ь. 
3132. Вычислить многочлен В‚(х) для функции [(х) = со х 


на сегменте в. <х< 5 


3133. 1. Доказать, что [х| = Шт Р,‚(х) на сегменте [-1, 1], где 
те НА 8 
Ри(х) = 1 Е (27 (1-2). 
2. Пусть Кх) Е С[а, 6] и 
[2] 
М, = [лед ах=0 (#=0, 1,2, ...). 


Доказать, что Кх) = 0 при х Е [а, 6]. 


Указание. Использовать теорему Вейерштрасса об аппроксима- 
ции непрерывной функции многочленами. 


3134. Пусть Кх) — непрерывная 2л-периодическая функция 
на отрезке [-л, л] иа,, 6, (п= 0, 1,2, ...) — ее коэффициенты 
Фурье. Доказать, что тригонометрические многочлены Фейера 


п-1 з 
с,(х) = Е + У: (1 г : (а; соз 1х + В; эт 1х) 
11 


равномерно сходятся к функции Кх) на отрезке [-л, д]. 
3135. Построить многочлен Фейера 0.„_1(х) для функции 


Кх) =|х| при —п<х<л. 


Часть 2 


Функции 
нескольких 
переменных 


РАЗДЕЛ У1 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


$ 1. Предел функции. Непрерывность 


1. Предел функции. Пусть функция КР) =  (х1, хо, ..., Х,) определена 
на множестве Е, имеющем точку сгущения Ру. Говорят, что 


Нм КР)=А, 
Р-Р, 


если для любого & > 0 существует 6 = 6 (#, Р,) > 0, такое что 

КР) - А] < 
при РЕЕи0<р{Р, Р,) < 58, гдер (Р, Р,} — расстояние между точками 
РиР.. 


2. Непрерывность. Функция КР} называется непрерывной в точке 
Ру, если 


Пт КР) = КРь. 
Р-Р 


Функция КР) непрерывна в данной области, если она непрерывна в 
каждой точке этой области. 

3. Равномерная непрерывность. Функция КР) называется равномер- 
но непрерывной в области С, если для каждого => 0 существует 5 > 0, 
зависящее только от &, такое, что для любых точек Р’и Р” из С имеет 
место неравенство 

КР’) - КР”) < в 

при р (Р”, Р”) < 5. 

Функция, непрерывная в ограниченной и замкнутой области, рав- 
номерно непрерывна в этой области. 


Определить и изобразить области существования следующих 
функций: 
3136. и=х+ уу. 3137. и= Л -х? + ДУ-Т. 


3138. и= Л ху. 3139. и, 
а 
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3140. и= /(х?+у2-1)(4-х?- у?). 


о | +у2-х але» 
3141. и о 3142. и= Л -(х2+у2). 


3143. и = ш (-х- у). 3144. и = агсыш #. 
ь Хх 


3145. и = агссов —^_. 
х+у 


Хх 


3146. и = агсашт — + агсайп (1 - у). 
у 
3147. и= Изт(х?+у2). 3148. и = агссоз —*__. 
- яя 
3149. и = ш (ху2). 
3150. и = 1 (-1- 2 - у? + 22). 
Построить линии уровня следующих функций: 
ЗЕ а=х чу. 3152. а=х +’. 
3153. 2=ж*-. 3154.2= (ху). 
ди НЕ 
3155.2 - 3156.2 И 
3157.г= „ух. 3158. 2а= х|+у. 
3159. эа=\+И-х+и; б)2= ша (х, у); 
в) 2 = тах (|1, |); г) 2 = пи (х*, у). 


2х 


3160. 2 = ем, 
3161.2=х’ (х>0). 
3162.2= хе * (х>0). 


3163. 2= ш 74+ (а>0). 
(ха)? + у? 


3164.2 = ао 2, (@>0). 


+12 - а? 


3165. 2 = зёп (яп х яп у). 


Найти поверхности уровня следующих функций: 
3166. и=х+у-2. 

3167. иг. 

3168. их? + у? - 22. 

3169. и = (х у? + 27. 

3170. и = з5п зщ (х2 + у? + 22). 
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Исследовать характер поверхностей по данным их уравне- 


НИИ: 


3171.2 = Ку- ах). 3172. 2а= К/х?+у?). 
3173.2= (и) 3174.2= {8 
3175. Построить график функции 
Е(Е) = Ксоз &, эт Ь, 
где 


_ ] ЗуРх, 
Их, у) и. 


х2+у?° 


3176. Найти И 1, # ‚ если К(х, у) = ее 
3177. Найти К(х), если | 


О-В о 


3178. Пусть 
г= уу +Кх- 1. 


Определить функции [и 2, если г = х при у= 1. 
3179. Пусть 
2=х+у + КХ - у). 


Найти функции [и 2, если 2 = х? приу= 0. 


3180. Найти Кх, у), если К х+у, и. = А, 


Хх 
3181. Показать, что для функции 
Кх, у) === 
х+у 
имеем 


Пиз {Ви Их, у)} =1; Ша {Ша Их, у)} = -1, 
х—0 у-0 у>0 х-—0 


в то время как Пт Их, у) не существует. 
и 
у—0 
3182. Показать, что для функции 
2,2 


22 х 
Их, у) а Е 


$1. Предел функции. Непрерывность 291 


имеем 


Вт {Вт Их, у)} = Ш {Нм Их, у} =0 
х>0 у-0 у—>0 х>0 


тем не менее Пт Их, у) не существует. 
х—0 
у-0 
3183. 1. Показать, что для функции 


Ноу =(х+и эт зщ 
х у 
оба повторных предела Пт {Пи Кх, у)} и Нм {Иш Кх, иу)} не су- 
х-*0 у>0 у>0 х-0 


ществуют, тем не менее существует На {(х, у) = 
х-—*0 
у-0 
2. Существует ли предел 
Дт _2ху. 2? 


х-0 хе + у? 
у—0 


3. Чему равен предел функции 
Кх, у) = хе" -и 


вдоль любого луча х = #с0$ @,, у = Е эт © (0 < [< +<°) при > +00? 
Можно ли эту функцию назвать бесконечно малой при х — +00 


иу > +05? 
3184. Найти 
тп Пл, Кх, у)} и |. {т Их, у)}, 
если: и. | —_ 
а) Их, д = 2, а= оо, Ь= 09; 


+ 4 


Е ааа 


а 2% пх 
в) /(х, у) = зп р 
Ру = с а, 69 
д) Кх, у) = ое (ху), а=1,6=0. 


Найти следующие двойные пределы: 


3185. п — АИ. 3186. пт НУ. 
и ре +у 

3187. По ЗИ . 3188. Пт (5х? + уе *®. 
.—0 ро 


у +09 
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тя 

3189. Пт [= 3190. На (2 + учи. 

х = но \ ХЁ+ у? х-0 

у— +0 у—>0 

х? 

. = ._ ш(х+е 
3191. Вт (1 + 1. 3192. Нт 

Ре х Ни Г? + у? 
3193. По каким направлениям ф существует конечный предел: 

а) Пт е?+?; 6) Пт е*?-!? - зи 2ху, 

р-> +0 р -—* +с° 


если х =р с05 фии=рзш о? 


Найти точки разрыва следующих функций: 


1 х 
3194. и= —_. 3195. и= -—/_. 
^/х? + у? х+у 
3196. и= ЖИ. 3197. и= ма. 
х+тУу ху 
3198. и= 1. 3199. и= ш(1-х2-у2). 
эпхзту 
3200. и= №. 
хуг 
3201. и= ш 1 


ха (у +(2-с 
3202. Показать, что функция: 


р если х? + 9270, 
ВО, 


, 


если х? + у? =0, 


непрерывна по каждой переменной х и у в отдельности (при фик- 
сированном значении другой переменной), но не является непре- 
рывной по совокупности этих переменных; 
2 
=, если х? +220, 
бу) т 

0, если х? + у? =0, 

в точке О (0, 0) непрерывна вдоль каждого луча 
х=1с08 а, у=ф5ша (О<Е< о), 


проходящего через эту точку, т.е. существует 


Пт КЁ соз ©, ЁЕзш 9) = КО, 0); 
#—0 


однако эта функция не является непрерывной в точке (0, 0). 
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3203. 1. Исследовать на равномерную непрерывность линей- 
ную функцию 


и= 2х -Зу+5 
в бесконечной плоскости Е? = | < +05, И < +00 |. 
2. Исследовать на равномерную непрерывность в плоскости 


Е? = || < +09, |У < +00, функцию 


и = Их чу. 


3. Будет ли равномерно непрерывной функция 


р Ща 
Кх, у= = 
в области х2 + у? < 1? 

4. Дана функция 


и = агсаштй. 
у 


Является ли эта функция непрерывной в своей области опреде- 
ления Е? 
Будет ли функция и равномерно непрерывной в области Е? 
3204. Показать, что множество точек разрыва функции 


Кх, у) = хят ь ‚ еелиу70Ои К, 0) = 0, не является замкнутым. 
у 


3205. Доказать, что если функция Кх, у) в некоторой области 
С непрерывна по переменной х и равномерно относительно х не- 
прерывна по переменной у, то эта функция непрерывна в рас- 
сматриваемой области. 

3206. Доказать, что если в некоторой области С функция 
(х, у) непрерывна по переменной х и удовлетворяет условию 
Липшица по переменной у, т. е. 


Ибо, у’) — Кх, у”) < Пу - у, 


где (х, у”) Е С, (х, у) Е Си Г — постоянная, то эта функция не- 
прерывна в данной области. 

3207. Доказать, что если функция Кх, у) непрерывна по каж- 
дой переменной х и у в отдельности и монотонна но одной из 
них, то эта функция непрерывна по совокупности переменных 
(теорема Юнга). 
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3208. Пусть функция /(х, у) непрерывна в области а < х<А, 
Ь<и< В, а последовательность функций ф,(х) (п=1,2, ...) схо- 
дится равномерно на [а, А] и удовлетворяет условию 6 < ф,„(х) < В. 
Доказать, что последовательность функций 


Е (х) = Кх, ф,(х)) п=1, 2, ...) 


также сходится равномерно на [а, А]. 

3209. Пусть: 1) функция Кх, у) непрерывна в области 
В (а<х <А; $ <у<вВ)}; 2) функция ф(х) непрерывна в интервале 
(а, А) и имеет значения, принадлежащие интервалу (6, В). До- 
казать, что функция 


Е(х) = К(х, $(х)) 


непрерывна в интервале (а, А). 

3210. Пусть: 1) функция Кх, у) непрерывна в области 
В (а <х<А; Б<и< В); 2) функция х = ф(и, 0) иу= (и, о) не- 
прерывны в области В’ (а’<и<А’; В’ <, < В’) и имеют значения, 
принадлежащие соответственно интервалам (а, А) и (5, В). До- 
казать, что функция 


Е(и, и) = Кф(и, и), ф(и, о)) 


непрерывна в области А’. 


$ 2. Частные производные. Дифференциал функции 


1. Частные производные. Результат частного дифференцирования 
функции нескольких переменных не зависит от порядка дифференци- 
рования, если все производные, входящие в вычисление, непрерывны. 

2. Дифференциал функции. Если полное приращение функции 
Кх, и, 2) от независимых переменных х, у, = может быть представлено 
в виде 

АКх, у, 2) = ААх + ВАу + СА2 + 09(р), 


где А, В, С не зависят от Ах, Ду, Агир = „/(Ах)? + (Ау)? + (Аг)? , то функ- 
ция КХх, и, 2) называется дифференцируемой в точке (х, у, 2), а линейная 
часть приращения ААх + ВАду + СА, равная 


ах, у, 2) = {, (х, и, 2) 4х + Т, (х, у, 2) 4у + Т, (х, у, 2) 42, (1) 


где 4х = Ах, ау = Ду, 42 = 42, называется дифференциалом этой функ- 
ции. 

Формула (1) сохраняет свое значение и втом случае, когда перемен- 
ныех, у, 2 являются некоторыми дифференцируемыми функциями от 
независимых переменных. 
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Если х, у, 2 — независимые переменные, и функция К(х, у, 2) имеет 
непрерывные частные производные до п-го порядка включительно, То 
для дифференциалов зысших порядков имеет место символическая 
формула 

а”Кх, у, 2) = [== + 4у 9. + г. 1х, и, 2). 
дх у 

3. Производная сложной функции. Если ш = Кх, у, 2) — дифферен- 
цируема и х = Ф(и, 0), у= (и, о), == (и, 0), где функции Ф, у, Х диф- 
ференцируемы, то 

ды _ дшдх , дшду | 9092 
ди дхди мет ди  д2ди’ 
дш _ дшдх + биду дшдг 
д дхдь т д 92дь’ 


Для вычисления производных второго порядка функции и полезно 
пользоваться символическими формулами: 


92и 9 9 д \* ОР.др ‚ 9019 ‚ ЭВ1дш 
СШ. =|р г В, Вы 
ди? ( т 133) Е И 
и 
ее 9 о. 9 9 2. 
ре ВС ЕО, ЗА 
ЕТ в И 
ЭР. ди 90, ди ЭВ: ди 
же ОЫ ое 
к РЯ а, 
где 
дх _ 9 _ 92 
Р‚ ди’ ©, д ‚ 1 ди’ 
9% о в 
Р: 5’ 9 ОР до’ 


4. Производная в данном направлении. Если направление | в про- 
странстве Охуг характеризуется направляющими косинусами: 
{со8 0 соз В соз у} и функция и = Кх, у, 2) дифференцируема, то произ- 
водная по направлению 1 вычисляется по формуле 

ди ди ди 
= — с08 а + — с08 В + — с0$ 7. 
9  дх ду 92 
Скорость наибольшего роста функций в данной точке по модулю и на- 
правлению определяется вектором — градиентом функции: 


стад и = ыы ее 9и |, 


ты 92 


модуль которого равен 


ин-- РЕ 
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3211. 1. Показать, что 


, _ а 
о (х, в) = Иа, 
2. Найти |. (х, 1), если 
К у=х+(-0 аговт |. 
3212. 1. Найти [, (0, 0) и {, (0, 0), если 


Кх, у) = ху. 


Является ли эта функция дифференцируемой в точке О(0, 0)? 
2. Является ли дифференцируемой в точке О0(0, 0) функция 


Их, у) = Зет + ут? 


3. Исследовать на дифференцируемость в точке О(0, 0) функ- 
цию 
Ве ЕЕ 
Их у=е**" прил? +у>0 
и КО, 0) = 0. 


Найти частные производные первого и второго порядков от 
следующих функций: 


3213. и = + м - 4х2у?. 3214. и= ху+ - Е 
3215.и=*. ВЕ 

у 5х? + у? 
3217. и= хз (х+ и). 3218. и= 5085. 

у 
3219. и= == 3220. и = 5. 
3221. и= ш (х+ у"). 3222. и = агсёЕ*. 
3223. и = ага И. 3224. и = агсзш 
1-ху 2+ у? 

3225. и, 3226. и = (=). 

МХ? + у? + 22 у 


и } 
3227. и = хг. 3228. и=х!. 
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3229. Проверить равенство 


92и _ 92и 
дхду  дудх’ 


если: 


а) и = х? — 2ху - 3; би=х"; в) и — агссоз |. 
у 


3230. 1. Пусть Их, у) = хи ‚ если х? + у? =0и (0, 0) = 0. 


Показать, что 
[у (0, 0) > р, (0, 0). 


2. Пусть 
2ху 
Их „-| а при х? + у? > 0; 
0 прих=у=0. 


Существует ли $, (0, 0)? 


3231. Пусть и = Кх, у, 2) — однородная функция измерения п. 
Проверить теорему Эйлера об однородных функциях на следую- 
щих примерах: 

х х : 
аи = (х-2у+ 32); буи Му вия (=). 
^/х? + у? + 22 у 

3232. Доказать, что если дифференцируемая функция 
и = К, у, 2) удовлетворяет уравнению 
ди ди ди 

у + 
дк Убу 79 
то она является однородной функцией измерения п. 

Указание. Рассмотреть вспомогательную функцию 


Е) = Пре, 


3233. Доказать, что если К(х, у, 2) — дифференцируемая од- 
нородная функция измерения п, то ее частные производные 


Е, (х, у, 2), [у (х, у, 2), Г, (х, у, 2) — однородные функции изме- 
рения п - 1. 
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3234. Пусть и = Кх, у, 2) — дважды дифференцируемая од- 
нородная функция измерения п. Доказать, что 


д 


92 


(#2. +2. +2 } ш- лба - и. 
9х ду 
Найти дифференциалы первого и второго порядков от сле- 


дующих функций (х, у, 2 — независимые переменные): 


3235. и = хту". 3236.и=2. 
у 
3237. и = мх?+у2. 3238. и = шИх?+у?. 
3239. и = е\. 3240. и = ху-+ уг + 2х. 
А 
3241. и а: 


3242. Найти аК1, 1, риа? К1, 1, 1), если 


ии) =. 


3243. Показать, что если 
и = Их +2 +22, 


то аи? 0. 


3244. Предполагая, что х, у малы по модулю, вывести при- 
ближенные формулы для следующих выражений: 


а) (1 -+х)”"(1 + и)"; 6) ш (1+х) ШИ +и); в) агся т ; 


3245. Заменяя приращение функции дифференциалом, при- 
ближенно вычислить 


а) 1,002 : 2,003? . 3,0043; бб) 1, 03° 


Зо, 98)4/1, 053 
в) /1, 023+ 1,973; г эш 29°. 45 46°; д) 0,9715. 


3246. На сколько изменятся диагональ и площадь прямо- 
угольника со сторонами х = бмииу- 8м, если первая сторона 
увеличится на 2 мм, а вторая сторона уменьшится на 5 мм? 

3247. Центральный угол сектора © = 60° увеличился на Да = 1°. 
На сколько следует уменьшить радиус сектора В = 20 см, чтобы 
площадь сектора осталась без изменения? 

3248. Доказать, что относительная погрешность произведе- 
ния приближенно равна сумме относительных погрешностей 
сомножителей. 


‚ 
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3249. При измерении радиуса основания В и высоты Н ци- 
линдра были получены следующие результаты: 


В= (2,5 10,1) м; Н-= (4,0 + 0,2) м. 


С какой абсолютной погрешностью А и относительной погреш- 
ностью 6 может быть вычислен объем цилиндра? 
3250. Стороны треугольника а = (200 + 2) м, В = (300 +5) м 
и угол между ними С = (60 - 1). С какой абсолютной погреш- 
ностью может быть вычислена третья сторона с треугольника? 
3251. Показать, что функция 


Кх, у) = Мхи 


непрерывна в точке (0, 0) имеет в этой точке обе частные произ- 
водные /, (0, 0) и |, (0, 0), однако не является дифференцируемой 
в точке (0, 0). 

Выяснить поведение производных }, (х, у) и Л, (х, у) в ок- 


рестности точки (0, 0). 
3252. Показать, что функция 


‚4 ху 
Кх, у) у 


если х+уходи (0, 0) = 0, в окрестности точки (0, 0) непре- 


, 


рывна и имеет ограниченные частные производные [, (х, у) и 
[, (х, у), однако эта функция недифференцируема в точке (0, 0). 
3253. Показать, что функция 


== 2 < 1 
Кх, у) = (х? + ул) чп Жи, 


если х? + у’ ходи [О, 0) = 0, имеет в окрестности точки (0, 0) 
частные производные /[, (х, у) и [,(х, у), которые разрывны в 
точке (0, 0) и неограничены в любой окрестности ее; тем не менее 
эта функция дифференцируема в точке (0, 0). 

3254. Доказать, что функция К(х, у) имеющая ограниченные 
частные производные {, (х, у)и |, (х, У) в некоторой выпуклой 
области Е, равномерно непрерывна в этой области. 


3255. Доказать, что если функция Кх, у) непрерывна по не- 
ременной х при каждом фиксированном значении у и имеет ог- 


раниченную производную |, (х, у) по переменной у, то эта функ- 
ция непрерывна по совокупности переменных х и у. 
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Найти указанные частные производные В следующих задачах: 
94 94 94и 
3256. 946, ди 


мы если и=х-у+ 52+ хучу + х3-— 
дх4 * дхзду’ дх?ду? ’ у АЕ 


— Зх?у — ух - АХЛ + 4. 


3257. 09° ‚ еелии=хШ (хи. 


е0р 
3258. о ‚ если и = х зп у + у эт х. 
93и х+у+2-хуг 
259. у м Е 
мы дхдудг п 1-ху-х2- уг 
3260. 9, если и = еч". 
дхдудг ’ 


З261. 39 ‚ еелии = Шш 1 


9хдуд9и (и В+ (у-п)? 


3262. те ‚ если и = (х — хо)? (и — у)". 


3263. р ‚ если и = 2. 
дхтду" х-у 


3264. ИТ ‚ если и = (х? + у дет 9, 


97+ 1+7 + 
265. , Е хчу+2, 
3265 ие если и = хузе 
3266. Найти /"'/) (0, 0), если Кх, у) = е* эл у. 


п 
хту 


3267. Показать, что если 


и = Кху?), 
то 

93 _ 

ИН 


где {= худ, и найти функцию Р. 
3268. Найти аи, если и = х* — 2х3у — 2ху3 + у + хз - Зх?у — 
— Зуй + УЗ + 2х2 -— ху 2 +х+у+1. 
94 д4и 94и 9% 9% 
Ч А и? 
ему равны производные +, Эжаду * ЭхздыЕ* Охдуз и р 
Найти полные дифференциалы указанного порядка в сле- 
дующих примерах: 
3269. 43и, если и = хз + уз - Зху (х-у. 
3270. 43и, если и = эп (х? + у). 
3271. аби, если и = ш(х+у. 
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3272. @и, если и = с0$ х св у. 
3273. аи, если и = хуг. 

3274. аи, если и = п (х*у927). 
3275. 4"и, если и = е* 4, 
32716. а"и, если и = Х(х)У(у). 
3277. "и, если и= Кхфу+2). 
3218. "и, если и = е4х + 9 +2, 


3279. Пусть Р/„(х, у, 2) — однородный многочлен степени п. 
Доказать, что 


а"Р„(х, у, 2) = п! Р‚(ах, ау, а). 


3280. Пусть 
9 ди 
Аи = хб\ + уби 
дх ду 


Найти Аи и А*и = А(Аи), если: 


т. 6) и = шух? +у?. 
3281. Пусть 
92и ; ди 
= + -—-- 
ы 42? ду? 


Найти Ли, если: 


а) и = эпх Ви; б) и = шух2+и?. 


3282. Пусть 
ди_\? ди? ди} 
= | 9@ ея 

т б ь (5) (5) 
9х2 ду?  922° 
Найти Али и Д»и, если: 
Е ИЕ 
М2 + у? + 22 


Найти производные первого и второго порядков от следую- 
щих сложных функций: 


3283. и = Кх? + у? + 22). 
284. и= [| х, *]. 
3284. и Кх Е) 


а)и = х3 + уЗ + 23 - 3хуг; би= 


3285. и = Кх, ху, хуг). 
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2}2 
3286. Найти 92. ‚ если 
9хду 
и= Их + у, ху). 
№ 92и 92и 9?и 
3287. Найти Ли = — + = + -—, если 
9х? ду? да? 
и = Кх уда, х? + У? + 22). 
Найти полные дифференциалы первого и второго порядков 
от следующих сложных функций (х, уи 2 — независимые пере- 


менные): 
3288. и = КЕ, гдеё=х фи. 


3289. и = КИ, гдеё = р 


3290. и = КМх? + у?). 

3291. и = КО, гдеё = хуг. 

3292. и = Их? + у? + 27). 

3293. и = ЦЕ, п), где & = ах, п = бу. 
3294. и = КЕ, п), геё= ху, п=х-у. 
3295. и = КЕ, п), где & = ху, п = = 


3296. и = Кх + у, 2). 
3297. и = Кх + уча, ху? + 27). 
Хх 
3298. и = Г [1 ‚И. 
3299. и = Кх, у, 2), гех=ьЬи=В,2=В. 
3300. и = КЕ, т, 0), где & = ах, п = фу, С = са. 
3301. и = КЕ, 1, О, где Е = х? + у?, п= х? - уй, (= 2ху. 


Найти а”и, если: 

3302. и = Ках + Бу + са). 

3303. и = Ках, 6у, с2). 

3304. и = КЕ, т, О, тдеё = ах + бу са, П = ах + Ву + сор, 
{= азх + зу + сз2. 

3305. Пусть и = Ку), гдег= Мх?+у2+ 2? и [ — дважды диф- 
ференцируемая функция. Показать, что 

Ади = Е(т), 


о , р 
где ли = 92 + 92и + Ч — оператор Лапласа, и найти функцию РГ. 
9х2 042 92? 
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3306. Пусть ии и — дважды дифференцируемые функции и 
А — оператор Лапласа (см. задачу 3305). Доказать, что 


А(ио) = идо + оди + 2ЗА(и, 0), 
где 
дидо дидо дидо 
А у =. 
ой дхдх дуду 9292 
3307. Показать, что функция 
и = ш/(х-а)2+(у-Ь)? 
(аи б — постоянные) удовлетворяет уравнению Лапласа 
ды} ди _ 
9х? ду? 
3308. Доказать, что если функция и = и(х, у) удовлетворяет 
уравнению Лапласа (см. задачу 3807), то функция 


и х у 
о=и =, 
(= + у2 х2+ =) 
также удовлетворяет этому уравнению. 
3309. Показать, что функция 


(= 6? 
е 4а21 


1 
2а/лЕ 
(аи — постоянные) удовлетворяет уравнению теплопроводности 

ди _ 20 
9 9х? ° 


3310. Доказать, что если функция и = и(х, #) удовлетворяет 
уравнению теплопроводности (см. задачу 3309), то функция 


х? 
еще, 1) (о 
? м. ат: а ( ) 


также удовлетворяет этому уравнению. 
3311. Доказать, что функция 


чи 


и = 


) 


гдег= „/(х-а)?+(у-Ь)? + (2- с)? , удовлетворяет при г ® 0 урав- 


нению Лапласа 


92и ‚ 9д2и ‚ д?и _ 


Е 
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3312. Доказать, что если функция и = и(х, у, 2) удовлетворяет 

уравнению Лапласа (см. задачу 3811), то функция 
== 2х И?у Е2а 
и, 

где № — постоянная иг= ,„/х? + у? + 22, также удовлетворяет это- 
му уравнению. 

3313. Доказать, что функция 
С, е-1"+ Сьеч” 


, 


г 


гдег= „/х? + у? + 2 иС,, С, — постоянные, удовлетворяет урав- 
нению Гельмгольца 


0х ду? ° 02 


3314. Пусть функциии и! = и! (х, у, 2) ии. = их, у, 2) удов- 
летворяют уравнению Лапласа Аи = 0. 
Доказать, что функция 


= и. (х, у, 2) + (<? + у? + 2из(х, у, 2) 
удовлетворяет бигармоническому уравнению 
А(Ао) = 0. 


3315. Пусть Кх, и, 2) есть т раз дифференцируемая однород- 
ная функция измерения п. 
Доказать, что 


9 9 д р - 
— и —- .ц, рае —- ... а +1 . 9, . 
(235 +95; +252) №, Э=п- 5. п-т + ПИ, у, 2) 
3316. Упростить выражение 
02 92 
Вт 02 
зес х 5х + ес у у 
если 
2 = эту + Кзшх - зш и, 
где } — дифференцируемая функция. 
3317. Показать, что функция 


‚- (в) 
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где { — произвольная дифференцируемая функция, удовлетво- 
ряет уравнению 


92 92 _ 
25; + вт п2 
3318. Показать, что 
2= ука? — у?), 


где { — произвольная дифференцируемая функция, удовлетво- 
ряет уравнению 


292 


92 
+ ху? = хг. 
и -= а И х2 


3319. Упростить выражение 


ди - ди ди -- 9% 
дх ду г. 
если 


4 


и= хх - а + уху + Ку 2-д), 


12 


где /{ — дифференцируемая функция. 
3320. Пусть 


х? = ош, у? = иш, 22 = ии 


Кох, у, 2) = Е(и, 0, и). 
Доказать, что 
о 
Предполагая, что произвольные функции ф, у ит. п. диффе- 


ренцируемы достаточное число раз, проверить следующие равен- 
ства: 


02 =. х3= тв 
3321. у 5х ых = 0, если = = ф(х? + иу'). 


3322. хо: — ху: + у? =0, если 2 = г + ф(ху). 


х2 
33283. (х* — 752 + хузё = = хуг, если а = чьё". 


ди ди =.) 
СХ + ЧИ + В20Ы = м. 
3324 х- от Ваз пи, еелии=х "(#, в 
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3325. х9и + у +25, =и+ =, если и = Ишх+ 4, 2). 


Хх 
3326. 9?и = аи ‚ если и = $(х — ай + у(х + ау. 


92и 8 92и 92и 


= 5. = = +у + + 
3327 ри 9 0 0, если и = хф(х у) + ии(х + у). 
29% 92. в — В В 
3328. х Е + 2 +у рт 0, еелии=ф - + ху Е 
292и 92и ыЕ в 
3329. х 52 + ау + у? т п(п- Пи, 
= п у 1-п и 
если и=х «(+ х ч(# ; 
3330. ди 92и _ дид?и 


о И ф[х + у(у)]. 


Путем последовательного дифференцирования исключить 
произвольные функции фиут: 


3331.2=х+ (ху). 3332.2 = 2) 

3333. 2 = Ф( Их? +у?). 3334. и = $(х-уу-2). 
3335. и= ч( и | 3336.2 = (4) + %(/). 
33371. 2 = (ху). 3338.2 =9(х фу тих -и). 
3339. 2 = х4(*) + и%(*] . 3340. 2 = (ху) + (*) : 


3341. Найти производную функции 
22? — у? 


в точке М (1, 1) в направлении 1, составляющем угол @ = 60° 
с положительным направлением оси Ох. 
3342. Найти производную функции 


2=х? — хучу 


в точке М (1, 1) в направлении [, составляющем угол а, с поло- 
жительным направлением оси Ох. В каком направлении эта про- 
изводная имеет: 
а) наибольшее значение; 6) наименьшее значение; 
в) равна нулю? 
3343. Найти производную функции 


2 = ш (22 + у?) 
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в точке М (ху, у) в направлении, перпендикулярном к линии 
уровня, проходящей через эту точку. 
3344. Найти производную функции 


в точке М[-®, в 
28. 4 


точке к кривой: 


) по направлению внутренней нормали в этой 


о 
а? 2 


3345. Найти производную функции 
и = ху2 


в точке М (1, 1, 1) в направлении [со0$ ©, соз В, соз\). 
Чему равен модуль градиента функции в этой точке? 
3346. Найти модуль и направление градиента функции 


1 
х 
гдег= Их? + 2+ 22, в точке М) (х%, Ио, 20). 


3347. Определить угол между градиентами функции 


и = 


) 


и=+р-2 


в точках А (Е, 0, 0) иВ (0, +, 0). 
3348. На сколько отличается в точке М (1, 2, 2) модуль гра- 
диента функции 


и=хХ+у+а 
от модуля градиента функции 
о=х+у+2+ 0,001 эп (10°5./х2 + у? + 22)? 


3349. Показать, что в точке М) (х%, Ус» 20) угол между гради- 
ентами функций 


и = ах? + Л? + сг* 


и = ах? + 6? + с2? + 2тх + 2пу + 2р2 


(а, Ь, с, т, п, р постоянны и а? + 6 + с? 7 0) стремится к нулю, 
если точка М. удаляется в бесконечность. 
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3350. Пусть и= Кх, у, г) — дважды дифференцируемая 
зти 924 — 2(9щ 
функция. Найти ЕТ 5 (о 
ляющие косинусы направления {[. 
3351. Пусть и= Кх, у, 2) — дважды дифференцируемая 
функцияи 


} ‚ если со5 а, соз В, соз у — направ- 


[1 {с0$ от, с0$ Вл, соз 1}, 15 {с08 9, соз В», соз \-}, 
13 {с03 9з, с0$ Вз, с0з 3} 


— три взаимно перпендикулярных направления. 
Доказать, что: 


ди\? тя (2%). и и () (“) 
ди + [94] + [9 = [9 +. [94 + [3и\, 
8) (52) (% 91. (5 Эи 92 


буи + 2 у 0ы _ ды | ди | ди 


о 9 и = 
3352. Пусть и = и(х, у) — дифференцируемая функция и при 
у = х? имеем 


их =Ги = =х. 
х 


._‚ би 2 
Н — = =". 
айти ЗУ при у 
3353. Пусть функция и = и(х, у) удовлетворяет уравнению 


дам _ ди _ 


9х? 0? 
и, кроме того, следующим условиям: 
и(х, 2х) =х, и, (х, 2х) = 2. 
Найти и, (х, 2х), ии, (х, 2х), ии, (х, 2х). 


Полагая 2 = 2(х, у), решить следующие уравнения: 


92 _ да _ да _ 
3354. р 0. 3355. а 0. 3356. Е 0. 
3357. Полагая и = и(х, у, 2), решить уравнение 
93и_ _ 
дхдудг2 


3358. Найти решение 2 = 2(х, у) уравнения 
р -— 2 = 
о в 2у, 


удовлетворяющее условию 2(х, х?) = 1. 
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3359. Найти решение 2 = 2(х, у) уравнения 


удовлетворяющее условиям: 2(х, 0) = 1, 2,(х, 0) =х. 
3360. Найти решение 2 = 2(х, у) уравнения 

922 

дхду 


=х чу, 


удовлетворяющее условиям: 2(х, 0) = х, 2(0, и) = уг. 


$ 3. Дифференцирование неявных функций 


1. Теорема существования. Если: 1) функция Р(х, у, 2) обращается 
в нуль в некоторой точке Ао (хо, У» 20}; 2) Е(х, у, 2) и Е (х, 9, 2) опреде- 


лены и непрерывны в окрестности точки Ау; 3) Е, (хо, Уо, 20) * 0, то 


в некоторой достаточно малой окрестности точки А’ (ху, Уи) существует 
единственная однозначная непрерывная функция 


2=(х, и), (1) 
удовлетворяющая уравнению 
Е(х, у, 2) =0 
и такая, что 25 = ИКхо, Ув). 


2. Дифференцируемость неявной функции. Если, сверх того, 
4) функция Р(х, у, 2) дифференцируема в окрестности точки 


д (хо, Уо, 20), то функция (1) дифференцируема в окрестности точки 


92 ‚02 к ы 
Ао(хо, У} и ее производные = и -— могут быть найдены из уравнений 


9х ду 
9Е ‚ 9Еда _ 9Е ‚ ЭРда 


дх  92дх *” ду 92ду 
Если функция Р(х, и, 2) дифференцируема достаточное число раз, то 
последовательным дифференцированием равенств (2) вычисляются так- 
же производные высших порядков от функции 2. 
3. Неявные функции, определяемые системой уравнений. Пусть 
функции Р/(ху, ..., Хтз Ут» +... И) (=1,2,..., п) удовлетворяют следую- 
щим условиям: 


= 0. (2) 


1) обращаются в нуль в точке А, (хуо, ...› Хто; Ито» ++» Уло)» 


2) дифференцируемы в окрестности точки Аз; 


9(Рь у ‚Е,) 


- 2 0Ов точке Ао. 
9(У > Ин) > 


3) функциональный определитель 
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В таком случае система уравнений 
ЕКху, Е ^„ У ..., у,} =0 (=1, 2, ..э П) (3) 
однозначно определяет в некоторой окрестности точки Аз (хищ, ..., Хто) 
систему дифференцируемых функций 
и = Их... хи) (=1,2, ..., п), 
удовлетворяющих уравнениям (3) и начальным условиям 
Хто» 4) Хто) = Ую (1=1,2,.... п). 
Дифференциалы этих неявных функций могут быть найдены из сис- 
темы 
т п 
а дЕ 
Е и т зу. ЧУ и =0 
1=1 
(=1,2, ..., п). 
3361. Показать, что разрывная в каждой точке функция Дирихле 


у= 1 1, если х рационально, 
0, если х иррационально, 


удовлетворяет уравнению 
8—иу=0. 


3362. Пусть функция Кх) определена в интервале (а, 6). В ка- 
ком случае уравнение 


Кхду =0 


имеет при а < х < Бединственное непрерывное решение и = 0? 
3363. Пусть функции Кх) и &(х) определены и непрерывны 
в интервале (а, 6). В каком случае уравнение 


Кх)у = &(%) 
имеет в интервале (а, 6) единственное непрерывное решение? 
3364. Пусть дано уравнение 
ху =1 (1) 
и пусть 
у= у(х) (-15х$<П (2) 
— однозначная функция, удовлетворяющая уравнению (1). 


1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяет уравне- 
нию (1)? 


В При формулировке большинства задач этого раздела без оговорок 
предполагается, что выполнены условия существования неявных функ- 
ций и их соответствующих производных. 
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2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлет- 
воряет уравнению (1)? 

3) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлет- 
воряет уравнению (1), если: а) и(0) = 1; 6) и(1) = 0? 

3365. Пусть дано уравнение 


= (1) 
и пусть 
у= и(х) (200 <х < +95) (2) 


— однозначная функция, удовлетворяющая уравнению (1). 

1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяет уравне- 
нию (1)? 

2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлет- 
воряет уравнению (1)? 

3) Сколько однозначных дифференцируемых функций (2) 
удовлетворяет уравнению (1)? 

4) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлет- 
воряет уравнению (1), если: а} и(1) = 1; 6) и(0) = 0? 

5) Сколько однозначных непрерывных функций у= у(х) 
(1-5 <х < 1+9) удовлетворяет уравнению (1), если и(1) =1иб 
достаточно мало? 

3366. Уравнение 


ху? = хуй 
определяет укак многозначную функцию от х. В каких областях 
эта функция: 1) однозначна, 2) двузначна, 3) трехзначна, 4) че- 
тырехзначна? 

Определить точки ветвления этой функции и ее однозначные 
непрерывные ветви. 

3367. Определить точки ветвления и непрерывные однознач- 
ные ветви у = у(х) (-1 <х < 1) многозначной функции у, опре- 
деляемой уравнением 

(+ у = ху. 

3368. Пусть Кх) непрерывна при а < х< фи (у) монотонно 
возрастает и непрерывна прис < и < а. В каком случае уравнение 
ф(у) = Кх) 

определяет однозначную функцию 
у=Ф (Их)? 


Рассмотреть примеры: а) 51 и + зВ у = х; б)е! = в? х. 
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3369. Пусть 
х=у- (у), (1) 


где $(0) = би [ф`’(/)| < Е < 1 при -а <у<а. Доказать, что при 
—= < х <всуществует единственная дифференцируемая функция 
у = иу(х), удовлетворяющая уравнению (1), и такая, что у(0) = 0. 
3370. Пустьу = у(х) — неявная функция, определяемая урав- 
нением 
х = Ру + (У), 


где постоянная Ё 2 0, и $(у) — дифференцируемая периодиче- 
ская функция периода © такая, что |Ф’(и)| < |#|. Доказать, что 


ут +45), 
где \/(х) — периодическая функция с периодом ®. 


Найти у’и У” для функций у, определяемых следующими 
уравнениями: 

3371. х2 + 2ху -— у? = а?. 

3372. ш Их? + у? = атс" : 

3373-у -ЕЗТту=х (0<=<1). 

3314. х' = у" (хту.. 

3375.у=2х атс" 

3376. Доказать, что если 

Т+ху = А(х- и), 


где Е — постоянная величина, то имеет место равенство 


4х_ _ ау 
1+22 1+2’ 


3317. Доказать, что если 
Ху? + Хх + у -1=0, 
то при хи > 0 имеет место равенство 


4х а 0 
-х  /1-4 


3378. Доказать, что уравнение 
(х? + у?)? = а?(х? - у?) (а=0) 
в окрестности точки х == 0, и = 0 определяет две дифференцируе- 
мые функции: у = у1(х) и у = у,(х). Найти и} (0) иу» (0). 
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3379. Найти и’ при х = диу= 0, если 
(х? + у2)? = зу - в. 
3380. Найти у’, у’иу”’, если х? + ху+ у =3. 
3381. Найти у’, у’иу” прих = 0, у= 1, если 
х? — ху +2 +х-у-1=0. 
3382. Доказать, что для кривой 2-го порядка 


ах? + З6ху - су? + 2ах + 2еу+[=0 


[и], 


Для функции 2 = 2(х, у) найти частные производные первого 
и второго порядков, если: 

3383. х2 + у? + 22 = а?. 

3384. 23 — Зхуг = а. 

3385. хну+2=е". 


3386. 2 = /х?- у? ш— 


справедливо равенство 


3387. хту+а=е@ "9+2. 
3388. Пусть 
х? + и? + 22 - Зхуг =0 (1) 


Кх, у, г) = ху?23. 

Найти: а) [, (1, 1, 1), если 2 = 2(х, у) есть неявная функция, 
определяемая уравнением (1); б) р, (1,1, 1), если у = у(х, 2) есть 
неявная функция, определяемая уравнением (1). Объяснить, по- 
чему эти производные различны. 

з 922 022 022 

3389. Найти в ЕЕ 
х? + 22 + 32? + ху-2-9=0. 


при х = 1, у= -2, 2 = 1, если 


Найти 42 и 422, если: 
х2 2 22 ... 

3390. = = вы = 

3391. ху = х+у+2. 


3392. Х =ш2 +1. 
2 у 
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3393.2 =х+ агоёЕ —. 


3394. Найти ди, если и? — 3(х + уи? + 2 =0. 
3395. Найти -9*2 , если Е(х + у+а, м? + У? + 22) = 0. 


9хду 
3396. Найти =: и 5, если Р(х- у у-а 2-х) = 0. 
3397. Найти =, г и а, если Е(х, х фи, х+у+ 2) =0. 
3398. Найти: 
1) не ‚ если Е(хг, уг) = 0; 


2) 422, если: а) Е(х-+ 2, у+2)=0; 6) Е: : у =0. 


3399. Пусть г = 2(х, у) — та дифференцируемая функция, оп- 
ределяемая уравнением 


28 — хг+у=0, 


которая при х = 3, у= -2 принимает значение 2= 2. Найти 
42(3, —-2) и 422(3, —2). 

3400. Пусть х = х(у, 2), у=у(х, 2), 2=2(х, у) — функции, 
определяемые уравнением Р(х, у, г) = 0. 

Доказать, что 


9х ду 92 1 
ду 92 дх . 
3401. Найти 9% и 99, если х+у+2=0, ХУ + 22 =1. 


3402. Найти: 


а У, ии = у=-Ьа=а 
а) ИЕ О У 1, 2 ‚ если 


те и р › воли ди — ур = 0, ум + хо = 1. 


3403. Система уравнений 


уе °- Ш = 2х 


хе“ + 3ир=1, 
1+ь 


определяет дифференцируемые функции и=и(х, уио=ои(х, у) 
такие, что и(1, 2) =Оиь(1, 2) = 0. Найти ди (1, 2) и 46 (1, 2). 
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3404. Найти ди, 40, АРи и ао, если 


ичо=хчу, 9 Ей 
это у 
3405. Найти ди, 40, а^и и 4% при х=Т у=1 и=0, ь= г 
если 
у о х ы о у 
ех соз - = =, ео зш-=-. 
у м2 
3406. Пусть 


ХЕЕТ-ТЕу= РНЕ, 2 ЕВЕ, 


Найти 99, 42 Фу п 92, 
4х’ ах? ах? 


о. В какой области плоскости Оху система уравнений 
х=иь, у= и + и, 2 = из + 03, 


где параметры и и о принимают всевозможные вещественные 
значения, о 2 как функцию от переменных хиу? Най- 


ти производные 52 и 92 
иди 
3408. ан 
а) — 92 и 9х в точке и =1, о = 1, если 
9х ы 


х=и+Шь, 
у=и- Ши, 
=Зи +0; 


92 
ох в точке и = 2, р = 1, если 
=и+и’, 
ей, 
2=2ни; 
922 


в) = Эхе’ если 


х = 605 ф с0$ 1, и = с0$ ф э1ш т, 2 = эт ф. 


2 922 022 922 
3409. Найти ЗЕ’ т и 2 ‚ если 


х=ис0$ 0, ут ито, 2=и. 
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3410. Пусть функция ё = 2(х, и) определяется системой урав- 
нений: 
х = ей + и 
| = ей -° 
а=ии 
(иио — параметры). Найти 42 и 42 прии=биш= 0. 
92 922 


3411. Найти 5 и 5х8, если 


У, 
где и = у(х) определяется из уравнения 
х? - ху+р = 1. 


3412. Найти ди и ди , если 
9х ду 


где г определяется из уравнения 
2е? = хе” + уе’. 
3413. Пусть уравнения 
х = ф(и, и), у= (и, о), 2 = Х(и, о) 


определяют 2 как функцию от хиу. Найти и и 1: 


дх ду’ 
3414. Пусть 
х = ф(и, о), у= (и, о). 


Найти частные производные первого и второго порядков от об- 
ратных функций: и = и(х, уу ии = их, у. 
3415. Найти 9, ди ; до 5 д ‚ если: 
9х’ ду’ дх ду 
[и : о 
а) х = исоз - = из -; 
) гу т 
б) х=е" Тизшоь, у=е" - исобо. 


3416. Функция и = щх) определяется системой уравнений 


и=КХх, у, 2), 

&(х, у, 2) = 0, 

В(х у, х=0. 
Найти аи и и 
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3417. Функция и = и(х, у) определяется системой уравнений 
и= Их, у, 2,1, 


&(у, 2, 8) =0 
#(2, В =0 
Найти ее и ыы 
3418. Пусть 
= _ и, и), у= в(и, о, и), 2= Жи, в, и). 
о ди 
Найти 5, ди и 94 т. 
за. Функция 2 = 2(х, у) удовлетворяет системе уравнений 
Е(х, у, =, )=0 
#(х, у, 2, =0 


где { — переменный параметр. Найти 42. 

3420. Пусть и = Кг), где 2 — неявная функция от переменных 
хи у, определяемая уравнением = =х + и$(2). 

Доказать формулу Лагранжа 


о а та. 
ох 


ду” 
Указание. Доказать формулу для п = 1 и применить метод ма- 
тематической индукции. 
3421. Показать, что функция д = 2(х, у), определяемая урав- 


нением 
Ф (х -аг, у- 62) = 0, (1) 


где ф (и, и) — произвольная дифференцируемая функция от пе- 
ременных иии (аи — постоянные), является решением урав- 
нения 
292 +592 =1. 
ду 

Выяснить Ре свойства поверхности (1). 

3422. Показать, что функция &# = 2(х, у), определяемая урав- 
нением 

Ф(-,9) -0, (2) 
2-2 2-20 

гдефФ (и, и) — произвольная дифференцируемая функция от пе- 
ременных ци 0, удовлетворяет уравнению 


92 


(я 08 + 9-е =2-2. 


Выяснить геометрические свойства поверхности (2). 
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3423. Показать, что функция 2 =2 (х, у), определяемая урав- 
нением 


ах + фу + сё = Ф(е ++ 22), (3) 
где Ф(и) — произвольная дифференцируемая функция от пере- 
менной ниа, Бис — постоянные, удовлетворяет уравнению 
дх ду 
Выяснить геометрические свойства поверхности (3). 
3424. Функция 2 = 2(х, у) задана уравнением 


(си -652)— + (а2 - сх)-= = 6х - ау. 


ячича-у (2. 
цу 
Показать, что 
92 
+ 2ху— = 2ха. 
т = 
3425. Функция 2 = 2(х, У) задана уравнением 


д2 


Я, И 
(© -и 2). 


Е(х + гу, у+2гх!) = 0. 
Показать, что 


3426. Показать, что функция 2 = 2(х, у), определяемая сис- 
темой уравнений: 


х соз а + узт 0 + т г = Ко), 
—х эш а + и соз а = { (0), 


где © = о(х, и) — переменный параметр и /(©) —- произвольная 
дифференцируемая функция, удовлетворяет уравнению 


(в) +) -= 
9х ду 


3427. Показать, что функция 2 = 2(х, и), заданная системой 
уравнений: 


е=ах+ # + о), 


о-х- #; +/ (0), 
[#2 


удовлетворяет уравнению 
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3428. Показать, что функция = 2(х, и), заданная уравнениями 
[2 - Кр = ху? - о), 
[2 — КИ“) = ох, 


удовлетворяет уравнению 


3429. Показать, что функция 2 = 2(х, у), заданная уравнениями 


| = ах + уф(о) + (о), 
0=х + уф’(@) + (о), 
удовлетворяет уравнению 
922 922 _ ( 922 } =0 
9х? ду? дхду 


3430. Показать, что неявная функция 2 = 2(х, у), определяе- 
мая уравнением 


у = х$(2) + (2), 
удовлетворяет уравнению 


) 922 _ 29292 922 + (82 922 
ду) дх? дхдудхду дх) ди? 
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1. Замена переменных в выражении, содержащем обыкновенные 
производные. Пусть в дифференциальном выражении 
А =Ф(х, у, ух ‚ Уль › --.) 


требуется перейти к новым переменным: Е — независимой переменной 
ии — функции, связанным с прежними переменными х и у уравнениями 


х = НЬ и), у= &(Ь, и). (1) 
Дифференцируя уравнения (1), будем иметь: 
д8 98 
+ — 
Е 9 ди" ди“ 
ух = 
Е. 97 и' 
д Зы 
Аналогично выражаются высшие производные у,, ‚... В результате мы 


получаем 


А=Ф (Би и, Ш, ,...). 
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2. Замена независимых переменных в выраженин, содержащем 
частные производные. Если в дифференциальном выражении 
В-Е(ху 2 ПЕ 66 92 92 ) 
7’ дх’ ди’ дх? ' дхду’ ду?’ ” 


положить 
х = Ци, 0), у= &(и, 0), (2) 


гдеииь — новые независимые переменные, то последовательные част- 
92 92 г 
ные производные — , —,... определяются из следующих уравнений: 


дх ду 

02 _ 0201, 2208 

ди дуди дуди у 

а _ 0207 , даб 

д дхдь дудь’ 
ит. п. 

3. Замена независимых переменных и функции в выражении, со- 

держащем частные производные. В более общем случае, если имеем 
уравнения 


х = Ки, о, ш), у= Е(и, о, и), 2= Ни, о, и), (3) 
гдеи, о — новые независимые переменные и и = и(и, 0) — новая функ- 
ция, то для частных производных т , т ‚... получаем такие уравне- 
ния: 

22(0Ё + а1ашА ..88[0Е вби) „ОА Она 

дх\ди — дшди ду\ди — дшди ди  дшди’ 

22(57 + я + оао + во _ 9№ ы 9 ди 

дх\9ь —дшдь ду 90 — дшдь 95  дшдо 
ит. п. 


В некоторых случаях замены переменных удобно пользоваться пол- 
ными дифференциалами. 


3431. Преобразовать уравнение 


иги! 


У” — ЗУ"? =х, 


приняв и за новую переменную. 
3432. Таким же образом преобразовать уравнение 


уЗух И 10уу ^! И ЗЕ 153 = 0. 
3433. Преобразовать уравнение 


7’ 2 / 
+ 2у+у=0, 
И 0 


приняв х за функцию и [ = ху — за независимое переменное. 
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Вводя новые переменные, преобразовать следующие обыкно- 


венные дифференциальные уравнения: 


3434. х?у" + ху’ +у=0, если х=е. 

3435. у” = =: ‚ если ё = ш ||. 

3436. (1 - х?)у” -— ху’ + пу = 0, еслих = со$ #. 
у ” + й ны т? = 0, к 1. 

3437. у ух са 0, если х = п 185 


Ч (8 4 
3438. и” + р(ху’ + а(х)у = 0, если у = ие ”>, ‚ где р(х) Е С®. 
3439. х‘у” + хуу/ - 2у?2 = 0, если х=е! и. ', гдеи = и(р. 


3440. (1 + х2)?у” = у, если х= вфиу= 7 ‚ геи = и(®. 
[и 


ЗААТ. (1 - ху” = -у, если х = Штиу= гдеи = и(®. 


ры 
СЕ’ 
3442. у’ +(х+уИ + у’) = 0, еслих =и+фиу=и-Ь гдеи =и(®. 
3443. у” — хЗу" + ху’ -у=0, если х = -. иу= " ‚ гдеи = и(р. 
3444. Преобразовать уравнение Стокса 
у’ =: А 
(х-а)*(х-5)?’ 


полагая 


Е - Ш [9 
х х-Ь 


и принимая и за функцию переменной {. 


3445. Показать, что если уравнение 


Чу ау и 
д КР, + Чжу -0 


преобразовать подстановкой х = $(ё) в уравнение 


то 


4?у 


и + РО + 9(Эу= 


[2Р()6(8) + ®'(5)19(5)] 8 = [2р9) 9%) + “ас °. 
3446. В уравнении 
Ф(у у, у) =0 
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где Ф — однородная функция переменных у, у’, у”, положить 
т 
т 
3447. В уравнении 
Е(х?у”, ху’, у) = 0, 
где Ё — однородная функция своих аргументов, положить 


, 


их. 


3448. Доказать, что уравнение 
у” (1 но у?) к Зуу? та 0 
не меняет своего вида при гомографическом преобразовании 
_ а. + тес: _ @26+6т + 2 
аб +с ’ аё+ЬТ+с 
Указание. Данное преобразование представить в виде компози- 
ции простейших преобразований: 
х=аХ +ВУ у, у=у; 
1 У, . 


Х, = а + м +с, У, = а + м + с». 


3449. Доказать, что шварциан 


А В" 
$[х(1] х' (Е) ие 


не меняет своего значения при дробно-линейном преобразовании: 


у= 420 +В (аа- 670). 


сх(р)+а 
Преобразовать к полярным координатам ги ф, полагая 
х =гсо5ф, у = гы ф, следующие уравнения: 
3450. ЧИ = #+И. 
ах х-у 
3451. (ху’ — у)? = 2ху( + у”?). 
3452. (х? + у2)?у” = (х + уу)з. 
3453. Преобразовать к полярным координатам выражение 
хи 
ху -у 
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3454. Кривизну плоской кривой 


К И 
З 
(1+8 
выразить в полярных координатах гиф. 
3455. В системе уравнений 


ах ау __ (2 2 
Е =и+ хх? + и?), >. х Е Вх" + у°) 


перейти к полярным координатам. 
3456. Преобразовать выражение 


ыы ху — ух 
а? 4? 


введя новые функции г= „/х?+у?, ф = агсёя ы 


3451. В преобразовании Лежандра каждой точке (х, У) кри- 
вой и = у(х) ставится в соответствие точка (Х, У), где 


Х=и, У=ху- и. 
Найти У’, Уи У”. 


Вводя новые независимые переменные & и \, решить следую- 
щие уравнения: 


3458. 9: = 5, воли & -хтуип=х-у. 
С 
3459. у =: — х02 - 0, если & = хип + у?. 
у 
ге +052 =1(а70), еслиё = хип=у- 62. 


92 + ег = =. й 
3461. х > и 2, если & =хи\ -. 


Принимая ци оза новые независимые переменные, преобра- 
зовать следующие уравнения: 


92 25 = 
3462. х., + М1 +у о ху, если 
и=шхио=Ш (у+ Му’). 


3463. (х + у)52 р Е -(х а 0, если 


и = в Ух? + у? ио-= ас #. 
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3464. х92 + у =2 + /хХ? + У? + 22, если 


9х ду 
и= У ив=а+ /х2+у2+22. 
Хх 
3465. х92 + 92 = ‚если 
дх ду 2’ 


3466. (х + 2) + (и + 2)32 =х фу, если 
дх ду 
и=х+гиь=ут 2. 
3467. Преобразовать выражение 
92 92 2 + 
2+ е*)-= + (2+ е*)-= - (27-е "*), 
ее + +6 — 
приняв за новые независимые переменные 
6 =у+ге*, пх+ ге". 


3468. Преобразовать выражение 
д2\2 д2\? 
(65) +. 


х=ишо, у= (м? 52). 


полагая 


3469. В уравнении 


ди ; ди ди 
++ 
дх ду д2 
положить 
Е=х, ц=у-х, б=з-х. 
3470. Преобразовать уравнение 


92 92 

х- 2) + у- =0, 

( 25% У у 

приняв х за функцию, ауи 2 — за независимые переменные. 
3471. Преобразовать уравнение 


_ 292 92 = 
(у РЯ, з 


приняв х за функцию, а и=у- 2, о =у+ 2 — за независимые 
переменные. 
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3472. Преобразовать выражение 


1-5) 
дх ду/ ° 
приняв х за функцию и и=хд, ь = уг — за независимые пере- 
менные. 


34713. Решить уравнение 


(ута+ и) + +241) + (тие =х+у+г, 


положив её = х- и, е"Й=у-и, 6 =2-и. 
Перейти к новым переменным и, в, ш, где ш = ихи, о), в сле- 
дующих уравнениях: 


3474. из - хз. = ({у- х)2, если 


ити, ш=ш2- У. 


3475. хе + у’: = = 22, если 


и=х, = 


1-= 
[ыы 
м 1 


3476. (ху + 2) + (1- у2)92 = х+ уд, если 
о 


и=уа-х = ха-у ш=ху- 2. 
ре 2 2 
3477. (252) + (#2) = 2292 . 92, сели 
дх ду у 
х = ие”, у = ое”, д= ше". 
34718. Преобразовать выражение 


и-и: (Е -#) 


полагая 
и=ш Мх?+у2, о= агою 2, шЕеХ ТУЧ, 


гдеш = и(и, ь. 
3479. Преобразовать выражение 
_. 92 . 92 
^ дх ‘ду’ 


полагая и = хе*, у = уе*, и = 2е*, где ш = и(и, ь). 
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3480. Решить уравнение 
х9и ф ди в ди 
дх 


положив & и 2,5 2, ш = › где ш = их, п, О. 


Преобразовать к полярным координатам г и Ф, полагая 
х =гсо$ , у = гэш ф, следующие выражения: 


3481. ш = т 50 


дх 
ди ди 
4. = +у—. 
3482. ш = *5, ит 
_ [ди ди? 
3483. ш = (“) |: (=) 
92и ‚ д2и 
484. = 9 40. 
3484. и 9х8 ® Эр 
292и 92и 292и 
= + 2х —. 
3485. ш=х ри + ох + РУ 
_ 2922 2922 = 92 "2 
= у - 2х9 + 292 С ее, 
3486. 1 =у р 9, х рр 5 от 
3487. Преобразовать выражение 
_ дидь _ дидь 
дхду дудх’ 


положив х = гс05 ф, у= гы п $. 
3488. Решить уравнение 
92и _ 292и 
эЕ дх? * 
введя новые независимые переменные: 
Е=х- а, пЕХ а. 


Приняв и и и за новые независимые переменные, преобразо- 
вать следующие уравнения: 
ОЕ + 922 _ 922 дг 92 
34 т мен 
9 ТЕТ ду? дх ду 
и=х+2у+2 и и=х-у-1. 


= 0, если 


3490. (1 + 2292 ++ + ЖЕ НИЕ =0, если 


те ла и и=Шо- 1+2). 


922 
дхду 


92 
а су? 2922 _ 0 (а, 6, с постоянные), 


2022 
МЕСТ ЕЕ 
3491. ах я 26ху5 РТ 


если 
и=шх и 6=ШУу. 
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3492. 922 + 922 — 0, если 
дх? ПА 
ы: х Ро. 
х2 + у? тЫ 
3493. 2 + о + т22 = 0, если 
х = е" соо и у=е’зть. 
3494. Ре р О О (и> 0), если 


9х? У дуг 2ду 
и=х-2у ио=х+ 2. 


2922 _ 2022 _ 
3495. х РИ 2 0, если 
х 
и=х и 0=-. 
у 
922 2922 
—— + —— —= , 
И у у? 0, если 


и=хту и ра, 
и 


3496. р е - + у?) 


922 24 2 9? Е 92 92 
Ху - (ХР у?) 2 + у + = 0, 
3497 ри (ху у + Уи 5 5 0, если 
и= у) и о=ху 
2922 _ : 922 2.0922 _ 
3498. х кие 2х зт ЕТ + 11 УЗ? = 0, если 
и=хш 2 и о=х. 
922 _ (022 _ 
3499. 52 Уи: =0 (х > 0, и> 0), если 
Г х=(и+о и У=(и-о>. 
д22 92\ 
О — 1 + = , 
3500 ть ( =) если 


и=х и озут2. 
3501. С помощью линейной замены 


Е=х+ Ау, п=Х+Ау 
преобразовать уравнение 


92и 92и 924 
9%и + д*и — 
Аз т + Сор» 0, (1} 
где А, ВиС — постоянные и АС - В? < 0, к виду 
9%и _ 
9Е0т 


Найти общий вид функции, удовлетворяющей уравнению (1). 
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3502. Доказать, что вид уравнения Лапласа 


не меняется при любой невырожденной замене переменных 


=ф(и, о), у=у (и, о), 
удовлетворяющей условиям: 


94 — 9% 90 —_9у 
ди 9д0’дь ди‘ 
3503. Преобразовать уравнения: 
дам + 9% _ о, е 
а) Ли 52 + ЕТО ; 6) А(Ли) 
полагая и = Кг), где г= Их? +у?. 
3504. Какой вид примет уравнение 


92 г 
Э5Эу + сш =0, 


если положить и = Ки), где и = (х - х(у - у)? 


3505. Преобразовать выражение 
АОИ + у9и | ди 


дж? ' Убхдиу 9х’ 
полагая 


ХТУ=Х, у=ХУ. 
3506. Показать, что уравнение 
+ а = 
9х2 те 2(и-у — + ху? =0 
не меняет своего вида при преобразовании переменных 
1 
х=ир и а 
Уь 
3507. Показать, что уравнение 


922 922 922 _ 
дх2 ы О ду? 9 


не меняет своего вида при замене переменных 


и=х+ а иои=у+-2. 
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3508. Преобразовать уравнение 


92и 92. 92и 
+ хг. 9% =0, 
Аб вь А 


ху 


полагая х= пб, у=ё, 2= М. 
3509. Преобразовать уравнение 


922 ‚ 922 , д22 922 922 922 
па ее + + = 0, 
0х? дж дж 9х,9х)„ 9х,9х3 —дх›дх3з 


полагая у = д. + жж -хь ФЕ хх ве -х.. 


3510. Преобразовать уравнение 


292и 292и 292и 92и 92и 
у + + 2х =0, 
т о Э, Ре 
ОЙ ое Иа 
полагая & а Е =у- 2. 


Указание. Записать уравнение в виде А?и - Аи = 0, где 


351. Выражения 
в ди 2 ди ди 2 
ре = +) ы 


92и 92и 92и 
ре 
2" 9х? 92 922 


преобразовать к сферическим координатам, полагая 
хХЕгЯш 0 с0о5ф, у= гы Ошо, 2=го0$ 6. 


Указание. Замену переменных представить в виде композиции 
двух частичных замен 


х = Е с05 Ф, у = Е зто, 2=2 


Е = го 6, ф= о, 2 = гсо0$ 0. 


3512. Преобразовать уравнение 
92 ‚ д?и 92 92`\2 
+ + | <2 
бы На) = (68) + (5), 


введя новую функцию и и полагая и = 22. 
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Приняв и и в за новые независимые переменные и и = и(и, о) 
за новую функцию, преобразовать следующие уравнения: 


3513. у 2 - = 2 еслии =, в=х, ш=ха-у. 
у? ду х у 


3514. 


922 922 922 

ри бор рт 0, еелии=х+ у в и 
9 
д 


зы 


42.92 +92 0, если и =х+у, о=х-у ш=ху-2. 
дхду ду? 
3516. 92 + 022 + 02 = р, если и= АИ р КИ = деи. 
9х2?  дхду дх 2 2’ 


982 _ 2 022 #. 922 — 
3517. а + (1 + =) и? 0, если 


3515. 2 
Хх 


и=х, о=х у, ш=х+у2. 


п 
3518. (1 хз + (1 У» а отИй 


= ши, у= по, = ег. 


2.922 _ 922 _0..92 _ 1. 
3519. (1 =) - Э2 2х5. - 12 0 (|х| < 1), если 


и= 5 + агссоз х), о = е — агссоз х), ш = 25/1 -х?, 


«92 Е 
922 922 ЕЕ 3(х2 + а 
3520. а: 92 — и - 2 (х|> И), если 


2 


1х2 — 2 ° 


и=х+ у, о=х-уш= 


3521. Доказать, что всякое уравнение 


2 
922. 1- 092 +602 +сг=0 
9хду дх ду 
(а, 6, с — постоянные) путем замены 
2 = ие + №, 
гдеси В — постоянные величины и и = и(х, у), можно привести 
к виду 


— {аи = 0 (с, = соп8%). 
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3522. Показать, что уравнение 


дам _ ди 
дх? ду 


не изменяет своего вида при замене переменных 


/ 


и т 
Хх = ‚иЕ--, и = —е\, 


С 
у у Му 


где и’ — функция переменных х’иу.. 
3523. Преобразовать уравнение 


— 922 
1+9) = 0, 
9+9), рт 
гдер= 2 В ш=х фу, 


считая, что и; = и(и, о). 
3524. ВОВоЗОВтЬ уравнение 


292и 292и 2902и _ ( и) ( г ( 2 
ре и = | хи] [и + [27 
9х? . ду? 92? "9х ет 292). 
положив х = 65, у=е", 2 = 65, и = е®, гдеш = ш (Ё, п, О. 
3525. Показать, что вид уравнения 


= 
9х? ду? дхду 


не меняется при любом распределении ролей между переменны- 
мих, уи2г. 
3526. Решить уравнение 
(2) 922 _ 00202 922 (=) 922 _ 0 
99) дх дхду дхдиу дх/ ду? , 


приняв х за функцию от переменных уи 2. 
3527. Преобразовать уравнение 


А(32 о 922 + 28(52 Я 922 | (5: 5: 922 2570 
(52, ду) дх? дхду дх °ду 


дх’ду 
применяя преобразование Лежандра 


= 98 а Ра 


где 2 = 2(Х, У). 
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$ 5. Геометрические приложения 


1. Касательная прямая и нормальная плоскость. Уравнение каса- 
тельной прямой к кривой 


х=Ф(, у=м(, 2=х() 


в точке ее М(х, у, 2} имеет вид 


Уравнение нормальной плоскости в этой точке: 
ах а 42 
(хо + ИУ -у+ 92 (8-2 =0. 
рт ( ) ЕТ У-у а ы ) 
2. Касательная плоскость и нормаль. Уравнение касательной плос- 
кости к поверхности г = Кд, и) в точке ее М(х, у, 2) имеет вид 
а2 42 
в-2= — (Х-х)+ — (У-и. 
4х ( ) Ч у) 


Уравнение нормали в точке М есть 


ах ау 
Если уравнение поверхности задано в неявном виде Е(х, и, 2) = 0, 
то соответственно имеем 


Ин 0 
9х ду 92 
— уравнение касательной плоскости и 


— уравнение: нормали. 

3. Огибающая кривая семейства плоских кривых. Огибающая кри- 
вая однопараметрического семейства кривых Кх, и, о) = 0 (@ — пара- 
метр) удовлетворяет системе уравнений: 


Их, у, ©) = 0, К (х, у, 0) = 0. 


4. Огибающая поверхность семейства поверхностей. Огибающая по- 
верхность однопараметрического семейства поверхностей Е(х, у, 2, 0) = 0 
удовлетворяет системе уравнений: 


Ех, у, 2, 9) =0, Е (х, у, 2, 9) =0. 
В случае двупараметрического семейства поверхностей Фи(х, у, 2, а, В) =0 
огибающая поверхность удовлетворяет следующим уравнениям: 


Ф(х, у, 2, а, В) =0, Ф,(х, у, 2, а, В) =0, Фух, у, 2, а, В) =0. 
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Написать уравнения касательных прямых и нормальных 
плоскостей в данных точках к следующим кривым: 


3528. х = а с0$ 4 с0$ &, и = азт а со$ Ё, 2 =а511 Е; вточкей = Ц, 
3529. х = азш? Бу=ьоят #с0$ &, 2 = с 6057 ; в точке = а: 


3530. у=х, 2 = х2; в точке М(1, 1, 1). 

3531. х2 + 22 = 10, у? + 22 = №; в точке М(1, 1, 3). 

3532. х? + у? + 22 =6, х+у+2= 0; в точке М(1, —2, 1). 

3533. На кривой 

ее Ри 

найти точку, касательная в которой параллельна плоскости 
х+2и+2= 4. 

3534. Доказать, что касательная к винтовой линии 


Рае 


образует постоянный угол с осью О2. 
3535. Доказать, что кривая 


х = ае' соз Ё, у= ае' эт Ё, 2 = ае' 


пересекает все образующие конуса х? + у? = 2? под одним и тем 
же углом. 
3536. Доказать, что локсодрома 


(т + +] = е* (= сопз®, 
4 2 
где ф — долгота, у — широта точки сферы, пересекает все мери- 
дианы сферы под постоянным углом. 

3537. Найти тангенс угла, образованного касательной в точке 
Мыхь, ув) к кривой 


ХХ _ У- Ув 
соза это ° 


2 = Кх, у), 


где { — дифференцируемая функция, с плоскостью Оху. 
3538. Найти производную функции 
х 


Мх? + у + 27 


в точке М({, 2, —2) в направлении касательной в этой точке к 
кривой 


и = 


х=БУ=В, = -2. 
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Написать уравнения касательной плоскости и нормали в точ- 
ке М. к следующим поверхностям: 


3539. 2= х? + у2; Му, 2, 5). 
3540. х? + += 169; М.(З, 4, 12). 


ы у. Ш 
3541.2 = агсёй; м1, 1, =). 


3542. ах? + бу? + с2? = 1; Му(хо, ив, 26). 
3543. 2=у+ Ш; М1, 1,1). 


3544.2: +2 РЕ 8; М2, 2, 1). 
3545. х =а со$ у со$ ф, у = Б сов луз ф, 2=сяшлу; Мо(фь, що). 
3546. х = гсо$ ф, у= гыш ф, 2 = гс 0; Мо(Фь, то). 
3547. х = и соо, у= изши, 2= а0; Му(и», о). 
3548. Найти предельное положение касательной плоскости к 
поверхности: 
х=ичь, у ай, ани, 


когда точка касания М(и, и) (и > о) неограниченно приближается 
к точке Мо(иь, 5.) линии края и = и поверхности. 
3549. На поверхности 


Хх? + 2у? + 322 +2ху + 2х2 + дуг =8 


найти точки, в которых касательные плоскости параллельны ко- 
ординатным плоскостям. 
3550. В какой точке эллипсоида 


2 2 2 
И о = 
а? Ь? с? 
нормаль к нему образует равные углы с осями координат? 
3551. К поверхности 
х? + 22 + 322 = 21 
провести касательные плоскости, параллельные плоскости 
х + Ау + 62 = 0. 
3552. Доказать, что касательные плоскости к поверхности 
хуг = аз (а > 0) образуют с плоскостями координат тетраэдр по- 


стоянного объема. 
3553. Доказать, что касательные плоскости к поверхности 


Мех + уч = Ма (а>0) 


отсекают на осях координат отрезки, сумма которых постоянна. 
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3554. Доказать, что касательные плоскости к конусу 
2 = ®(#) 
Хх. 


проходят через его вершину. 
3555. Доказать, что нормали к поверхности вращения 


2= Кух? чу?) (70), 


пересекают ось вращения. 
3556. Найти проекции эллипсоида 


х? + у? + 2 -ху=1 


на координатные плоскости. 

3557. Квадрат {0 <х<1, О<ух 1} разбит на конечное число 
частей с диаметра< 6. Оценить сверху число 5, если направления 
нормалей к поверхности 


2=1- х? - у? 


в любых точках Р(х, у) и Р/ (ху, у1), принадлежащих одной и той 


же части с, отличаются меньше чем на 1°. 
3558. Пусть 


2 = Кх, у), где (х, у) ЕР, (1) 


— уравнение поверхности и $Ф(Р,, Р) — угол между нормалями 
к поверхности (1) в точках Р(х, у) Е Ри Р/(х,, у) ЕР. 

Доказать, что если область р ограничена и замкнута, а функ- 
ция [(х, у) имеет ограниченные производные 2-го порядка в об- 
ласти О, то справедливо неравенство Ляпунова 


Ф(Р', Р) < Ср(Р1, В), (2) 


где С — постоянная и р(Р,, Р) — расстояние между точками РиР.. 

3559. Под каким углом пересекается цилиндр х? + у? = а? 
с поверхностью 62 = ху в общей точке Мь(хц, Ив» 20)? 

3560. Показать, что координатные поверхности сферических 
координат х? + у? + 22 =, ух, х? + У? = 272 5? 0 попарно 
ортогональны. 

3561. Показать, что сферы 


+ У? + 22 = 2ах, х? + у? 22 = 26, х? + у? + 22 = 262 


образуют триортогональную систему. 
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3562. Через каждую точку М(х, у, 2) проходят при А= А, 
А=А., ^ = А. три поверхности второго порядка: 


х2 


у? а 
РЕ ВО НЕРЖ 1 (а>6>е>0). 


Доказать ортогональность этих поверхностей. 

3563. Найти производную функции и = х + у-+ 2 в направ- 
лении внешней нормали сферы х? + у? + 2? = 1 в ее точке 
Мо(%, у; 20). В каких точках сферы нормальная производная 
функции и имеет: 

а) наибольшее значение, 6) наименьшее значение, 
в) равна нулю? 

3564. Найти производную функции и = х? + у? + г? в направ- 
лении внешней нормали эллипсоида з. + г + = = 1 вего точке 
Михо, Уо, 20). 

ди (до 


3565. Пусть и а: = нормальные производные функций и 
оп 


и ов точке поверхности Р(х, у, 2) = 0. Доказать, что 
д _ ды ди 
эл (60) “я + а 


Найти огибающие однопараметрических семейств плоских 
кривых: 
3566. х соз & + изш а = р (ф = соп$%). 


3567. (х — а) + у? = `.. 


3568. у= #х + - (а = соп8%). 


3569. у? = 2рх + р?. 

35710. Найти кривую, огибаемую отрезком длины [, концы ко- 
торого скользят по осям координат. 

3571. Найти огибающую эллипсов С + г = 1, имеющих по- 
стоянную площадь 5. 

3572. Найти огибающую траекторий снаряда, выпущенного 
в безвоздушном пространстве с начальной скоростью и, при 
варьировании в вертикальной плоскости угла бросания 4. 

3573. Доказать, что огибающая нормалей плоской кривой 
есть эволюта этой кривой. 

3574. Исследовать характер дискриминантных кривых се- 
мейств следующих линий (с — переменный параметр): 

а) кубических парабол у = (х - с)3; 

6) полукубических парабол у? = (х - с); 
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в) парабол Нейля и? = (х - с)?; 


г) строфоид (и — с)? = х?9-Х. 
ах 


3575. Определить огибающую семейства шаров радиуса г, 
центры которых расположены на окружности х= Всоз Ь 
у=ВышЬ 2 =0 (1 — параметр, В > »). 

3576. Найти огибающую семейства шаров 


(х — #с08 0)? + (у- сов В)? + (2 - #с0з у)? = 1, 
где с052 © + с052 В + соз? у =Т и Ё — переменный параметр. 
35711. Определить огибающую семейства эллипсоидов 
и 
а? Ь2 с2 ь 


объем которых У постоянен. 
3578. Найти огибающую семейства сфер радиуса р, центры 
которых расположены на поверхности конуса х? + у? = 22. 
35719. а точка находится в начале координат. Оп- 
ределить конус тени, отбрасываемой шаром 


(х — 2)? + (У - 0)" + (2 — 20) < В?, 
если хь + у + 22 > Е. 
3580. Найти огибающую семейства плоскостей 
2 — 20 = р(х — хо) + а(у - %%), 
если параметры р и 4 связаны уравнением 


2+9 =1. 


$ 6. Формула Тейлора 
1. Формула Тейлора. Если функции Кх, у) имеет в некоторой ок- 


рестности точки (а, 5) непрерывные все частные производные до п +1 
порядка включительно, то в этой окрестности справедлива формула 


ль р = ла, + >. [а - 4); + 4-5), | а. +в, 9, 
1=1 ^ 


где 


1 
(п+1)! 


Вере [@-998 +0-98 | дави - 0). 5+0) 


(0<6, < 1). 
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2. Ряд Тейлора. Если функция Кх, у) бесконечно дифференцируема 
и Пт = А,(х, у) = 0, то эта функция допускает представление в виде 
по 


степенного ряда 


в 1 #+} | } 
Их, у) = Лав У Га, Вх - аи). (2) 
2 ИИ 
#+]21 
Частные случаи формул (1) и (2) приа =Ь = 0 соответственно носят 
названия формулы Маклорена и ряда Маклорена. 
Аналогичные формулы имеют место для функции более чем двух 
переменных. 
3. Особые точки плоских кривых. Точка Мо(хо, уз) дифференцируе- 


мой кривой ЁЕ(х, у) = 0 называется особой, если 
Е(хо, у) = 0, Е. (хь» у) = 0, В, (хо, у) = 0. 
Пусть Мох, Ио) — изолированная особая точка кривой класса С) и числа 
А=ЁЕ,, (х, у), В= Е,, (хо, у), С= Е, (хо, У) 


не все равны нулю. Тогда, если: 

ПАС - В? > 0, то М, — изолированная точка; 

2) АС - В? < 0, то М, — двойная точка (узел); 

З) АС - В? = 0, то М, — точка возврата или изолированная точка. 

В случае А = В =С = 0 возможны более сложные типы особых точек. 
У кривых, не принадлежащих классу гладкости С®), могут быть особен- 
ности более сложной природы: точка прекращения, угловые точки и др. 


3581. Функцию [(х, у) = 2х? — ху - у? — бх - Зу- 5 разложить 
по формуле Тейлора в окрестности точки А(1, —2). 

3582. Функцию К(х, у, 2) = х3 + и? + 23 - Зхуг разложить по 
формуле Тейлора в окрестности точки А(1, 1, 1). 

3583. Найти приращение, получаемое функцией 


Кх, у) = хАу + ху? - 2ху, 


при переходе от значений х = 1, и= -1 к значениям х, = 1+, 
И=-ЕНА. 

3584. Разложить /(х + В, у + #, 2 + 1) по целым положитель- 
ным степеням величин й, Ри [, если 


Кх, у, 2) = Ах? + Ву? + С27 + 2)ху + 2Ехг + 2Еуг. 
3585. В разложении функции 
Кох, у) = х 


в окрестности точки А(1, 1} выписать члены до второго порядка 
включительно. 
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3586. Разложить по формуле Маклорена до членов четверто- 
го порядка включительно функцию 


Кх, у) = МТ- ху. 


3587. Вывести приближенные формулы с точностью до чле- 
нов второго порядка для выражений: 


а) созх , 6) агсе ++ 
созу 1-х+иу 


’ 


если [х| и |у| малы по сравнению с 1. 
3588. Упростить выражение 


с08(х + у + 2} — с05х с0$ и 60$ 2, 


считая х, у, 2 малыми по модулю. 
3589. Функцию 


В(х, у) = [Дес + В, у) + Ик у+в + 


+ Их ыя й, у) + Кх, у й)] -. Кх, у) 
разложить по степеням # с точностью до й^. 

3590. Пусть КР) = Кх, у) и Р&хь у) @=1,2, 8) — вершины 
правильного треугольника, вписанного в окружность с центром 
в точке Р(х, у) радиуса р, причем х, = х+р, и. = у. Разложить 
по целым положительным степеням р с точностью до р? функцию 

Е(р) = (КР) + КРУ + КРУ. 
3591. Разложить по степеням й и А функцию 
Ах, у) = Кх+ В у +В) - Кх +В, у) - Их» у+ + К, у. 
3592. Разложить по степеням р функцию 


2к 


Ер) = == | Кх + рсозф, у рэ 9) а. 
о 


Разложить в ряд Маклорена следующие функции: 

3593. [(х, и) = 1 +х)"(1 + у)". 3594. Кх, у) = ШИ +хч+и. 
3595. (х, и) = е* эти. 3596. К(х, у) = е* соз у. 
3597. (х, у) = ваш х ЗВ у. 3598. Кх, у) = созх св у. 
3599. /(х, у) = э1т(х? + у?). 

3600. /(х, у) = Ш(1 + х)ш + у. 
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3601. Написать три члена разложения в ряд Маклорена 
функции 
1 
Их, у) = | ада. 
о 
3602. Функцию е* *1 разложить в степенной ряд по целым 
положительным степеням биномов х -1иу+ 1. 


3603. Написать разложение в ряд Тейлора функции К(х, у) = а 
у 


в окрестности точки М(1, 1). 

3604. Пусть 2 — та неявная функция от х ии, определяемая 
уравнением 2? — 2х2 + у = 0, которая при х =1иу= 1 принимает 
значение 2 = 1. 

Написать несколько членов разложения функции 2 по воз- 
растающим степеням биномов х -1иу- 1. 


Изучить типы особых точек следующих кривых и примерно 
изобразить эти кривые: 


3605. у? = ах? + хЗ. 3606. х3 + уз — Зху = 0. 
3607. х2 + у? = хм у. 3608. х? + ий = дб. 
3609. (х2 + у?)? = а/(х? - у?). 3610. (и — х2)2 = 5. 


3611. (а + ху? = (а - хх". 
3612. Изучить форму кривой у? = (х — а)(х — Вх - с) в зави- 
симости от значений параметров а, 6, с а <6< о). 


Исследовать особые точки трансцендентных кривых: 


3613. у? =1-е-?. 3614. у? = 1-е. 
3615. у=х шх. 3616. у= —^ 
1 +е* 
ь 1 и: 
з617. у аго( — ) : 3618. у это. 
3619. у? = зщ 2. 3620. у? = 5103 х. 


$ 7. Экстремум функции нескольких переменных 


1. Определение экстремума. Пусть функция /(Р) = Кхь, ..., х,) оп- 
ределена в окрестности точки Рь. Если или КР.) > КР), или (Ро) < КР) 
при 0 < р(Р., Р) < 5, то говорят, что функция КР) имеет экстремум (со- 
ответственно максимум или минимум) в точке Р,. 

2. Необходимое условие экстремума. Дифференцируемая функция 
КР) может достигать экстремума лишь в стационарной точке Ру, т. е. 
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такой, что а(Ро) = 0. Следовательно, точки экстремума функции КР) 
удовлетворяют системе уравнений 


№ (хь х,) = 0 (1=1,..., п). 
3. Достаточное условие экстремума. Функция КР) в точке Р, имеет: 


а) максимум, если АаКРо) = 0, а*КРо) < 0 при о [ах] = 0, 


1=1 


п 
6) минимум, если аКРь) = 0, КР) > 0 при у [аж * 0. 
1-1 

Исследование знака второго дифференциала А?КРь) может быть про- 
ведено путем приведения соответствующей квадратичной формы к ка- 
ноническому виду. 

В частности, для случая функции Кх, у) двух независимых пере- 
менных х и ув стационарной точке (хо, Ио) (аКхо, Уо) = 0) при условии, 
что р=АС - В? о где А = р, (хо, У), В = ру (хо, У), С = Ду (хо, Уо), 
имеем: 

а} минимум, если р > 0, А>0(С>0); 

6) максимум, если р > 0, А<0(С<0); 

в) отсутствие экстремума, если р < 0. 

4. Условный экстремум. Задача определения экстремума функции 
КР) = Их, ..., х) при наличии ряда соотношений ф{Р) = 0 (=1, ..., 
т; т < п) сводится к нахождению обычного экстремума для функции 
Лагранжа 


т 
(ИР) = КР) + У АР), 

1=1 
где А, (=1,..., т) — постоянные множители. Вопрос о существовании 
и характере условного экстремума в простейшем случае решается на 
основании исследования знака второго дифференциала а?ТАРь) в стацио- 
нарной точке Р, функции Г(Р) при условии, что переменные аху, ..., 4х, 
связаны соотношениями 


п 
о. и 0 (1=1, ..., т). 
= дх, 

5. Абсолютный экстремум. Функция (Р), дифференцируемая в ог- 
раниченной и замкнутой области, достигает своих наибольшего и на- 
именьшего значений в этой области или в стационарной точке, или в 
граничной точке области. 


Исследовать на экстремум следующие функции нескольких 
переменных: 


3621. 2=х2 + (у- 1). 
3622. 2=х?-(у-1). 
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3623. 
3624. 
3625. 
3626. 
3627. 


3628. 2 = ху + >. + 


3629. 


г 
г 
г 
г 


= (х-у+ 1). 

= - дур - 2х чу. 
= х?у3(6 -х-и.. 

= х3 + и? - Зху. 


а) а = ху - х? - 2ху-; 
б) 2 = 2х4 + у1 — х? — 218. 


оО т (х> 0, у> 0). 


2 2 
=ху в-=:-1 {а>0,6> 0). 


3630. 2 = Че (124 + 220). 


3631. 
3632. 
3633. 
3634. 
3635. 


3636. 


3637. 
3638. 


3644. И: —- 


3645. 
3646. 


2 


2 


г 


г 


г 


и 


и= 


Мх?+ 2+1 
ре, 
= е2* 1 3%(8х2 — бху + 37). 
=е**-ч(5 — 2х +). 
= (5х + Ту - 25)е + хучу"). 
= х? + ху+ у? —-4шх - 10 Шу. 


— 5 д + с05 И + 08 (х - у) [05 


= эт х эт узшщ (Хх фи) (0% х<л; 0 


=х-2у+ Ш//х2 + у? + 3 атс. 


= ху ш(х? + у?). 
=х+у+ 4 зш ха у. 

= (х2 + у?)е -(х2 +2), 

= у +22 +2х +4у- 62. 
мы 12ху + 22. 

2 


ея ны (а>0. 


Ее 
х у 


а За в а В 


0<2<л. 
3648. их 4х" (1-х, -2х,- 


3649. и ха +... 
1 


х> н-1 


(х> 0, у> 0, 2> 0). 


{х> 0, у>0,2>0, а>9,6> 9). 


х< тп; О<у<хл; 


—пх„) (х1 >0, р > 9, Хи > 0). 


+2 (х> 0,1=1,2, ... п). 
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3650. Задача Гюйгенса. Между двумя положительными чис- 
лами а и вставить п чисел х!, х., ..., Хх, так, чтобы значение 
дроби 


х1х....Х» 


ИТ 


было наибольшим. 


Найти экстремальные значения заданной неявно функции 2 
от переменных х ии: 


3651. 2 + у? + 22 —- 2х + 2у-42- 1090 =0. 
3652. х? + у? + 22 -— ха - уз + 2х +2у+22-2=0. 
3653. (х? ВУ? 22)? = а? (х? + у? - 22). 


Найти точки условного экстремума следующих функций: 
3654. 2 = ху, еслих +у=1. 


3655. 2 = Е +, если х? + у’ 1. 


3656. 2=х? + у?, если - вы =1. 


3657. а) & = Ах? -Ё 2Вху + Су?, если х2 + у? я 1; 
ба=лх? + 12ху + 2\?, если 4х? + у? = 25. 


3658. 2 = с05? х + с03? у, если х-у= т 
3659. и=х-2у + 24, если х? + у? 22 =1. 
3660. и = ху" 2Р, если 


х+у+2=а (т>0, п>0, р>0, а>0). 


3661. и=х? + у? + 27, если 


Киа, 1 (@>6>с>0). 


3662. и = ху? 23, если х + 2у + З2=а (х> 0, у>0, 2>0, а>0). 
3663. а) и = хуг, если х? + у? + 22 =1, хчу+2=0; 
б) и=ху + уг, если х? +=, уфа=2(х> 0, у>0, 
2>0). 


3664. и = зп х лу 1 2, если х+у+2=5 (х > 0, у>0, 2 >0). 
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х2 
3665. и = т + г + 2;, если 


х? + у? + 2? = 1, х с03 < + у с03 В + 2 сову=0 
(а>6>с>0, с05? @ + с05? В + соз? 1 = 1). 
3666. и = (х- 6)? + (у- п)? + (2 - 0}, если 
Ах + Ву + С2=0, х? + у? +27 = В?, 
р ЕО ‚ где с032 ©, + с052 В + со5? у = 1. 


с05 созВ с0$7 


3667. и = х? + хо ея х?, если 


Н.Н = 1 (а>0;:=1,2, ... п). 


3668. и = хр + ж +... (@>О0), если 


жм+х, +... + х, =а (а>0). 


3669. и = 91 + 8 Е если 
о Хх, 
Виж, + Вых + ... + Вых, = 1 
(с; > 0, В, > 0, Хх; > 0, = 1, 2, .. у п). 
а 92 Ч» 
3670. и=х, Хх. ... Хх, ›еслих + х.+... + х. =а(а>0, а, > 1, 
1=1,2,... п). 


3671. Найти экстремум квадратичной формы 


п 


-2. 6 1%) = а) 


ь] 


п 
2 
при условии р» х; =1. 
1=1 
3672. Доказать неравенство 


"и" > (== ,)' 
2 ’ 


еслип 2 1их?20,у20. 
Указание. Искать минимум функции 2 = з (х” + у") при условии 


хфту=ё. 
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3673. Доказать неравенство Гёльдера 


п п д и р% 
а} 
т=1 #=1 [=1 


{= 


(420, ж20,1=1 2... щита 1). 


Указание. Искать минимум функции 


п 


ЗЫ 


при условии ах, = А. 
3674. Доказать неравенство Адамара для определителя 
А = |а,] порядка п: 


Указание. Рассмотреть экстремум определителя А = а] при на- 
личии соотношений 


{= 1 

Определить наибольшие (зир) и наименьшие (11#) значения 
следующих функций в указанных областях: | 

3675.2 =х-2у- 8, если О<хх<1, 0<у< 1, О<х+у< 1. 

3676. 2 = х? + у? - 12х + 165, если х? + у? < 25. 

3677. 2 = х? - ху+ ур, если |х| + И < 1. 

3678. и = х? + 2? + 322, если х? + у? + 27 < 100. 

3679. и=х+у да, если х? + у<2<1. 

3680. Найти нижнюю грань (111) и верхнюю грань (зир) функ- 
ции 


и = (х+у+де@ + №+32) 


в областях х > 0, у>0, 2>0. 
3681. Показать, что функция 2 = (1 + е*) соз х - уе! имеет 
бесконечное множество максимумов и ни одного минимума. 
3682. Является ли достаточным для минимума функции К(х, у) 
в точке Мо(хь, уз), чтобы эта функция имела минимум вдоль каждой 
прямой, проходящей через точку Му? 


Рассмотреть пример [(х, и) = (х - у?)(2х - у?). 
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3683. Данное положительное число а разложить на п поло- 
жительных сомножителей так, чтобы сумма обратных величин 
их была наименьшей. 

3684. Данное положительное число а разложить на п слагае- 
мых так, чтобы сумма их квадратов была наименьшей. 

3685. Данное положительное число а разложить на п поло- 
жительных множителей так, чтобы сумма заданных положи- 
тельных степеней их была наименьшей. 

3686. На плоскости даны п материальных точек Р/ (ху, и\), 
Ры(хо, уз), .... Р.(хи, ул) © массами, равными соответственно т\, 
то, ...) ть. 

При каком положении точки Р(х, у) момент инерции системы 
относительно этой точки будет наименьшим? 

3687. При каких размерах открытая прямоугольная ванна 
вместимости У имеет наименьшую поверхность? 

3688. При каких размерах открытая цилиндрическая ванна 
с полукруглым поперечным сечением, поверхность которой рав- 
на 5, имеет наибольшую вместимость? 

3689. На сфере х? + у? + 22 = 1 найти точку, сумма квадратов 
расстояний которой от п данных точек Мих» у» 2) (= 1,2, ... п) 
была бы минимальной. 

3690. Тело состоит из прямого кругового цилиндра, завер- 
шенного прямым круговым конусом. При данной полной по- 
верхности тела, равной ©, определить его измерения так, чтобы 
объем тела был наибольшим. 

3691. Тело, объем которого равен У, представляет собой пря- 
мой прямоугольный параллелепипед, нижнее и верхнее основа- 
ния которого завершаются одинаковыми правильными четырех- 
угольными пирамидами. При каком угле наклона боковых гра- 
ней пирамид к их основаниям полная поверхность тела будет 
минимальной? 

3692. Найти прямоугольник данного периметра 2р, который 
вращением вокруг одной из своих сторон образует тело наиболь- 
шего объема. 

3693. Найти треугольник данного периметра 2р, который 
вращением вокруг одной из своих сторон образует тело наиболь- 
шего объема. 

3694. В полушар радиуса В вписать прямоугольный паралле- 
лепипед наибольшего объема. 

3695. В данный прямой круговой конус вписать прямоуголь- 
ный параллелепипед наибольшего объема. 
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3696. В эллипсоид 
2 2 2 
Е 
а? Ь? с? 
вписать прямоугольный параллелепипед наибольшего объема. 
3697. В прямой круговой конус, образующая которого [ на- 
клонена к плоскости основания под углом ©, вписать прямо- 
угольный параллелепипед с наибольшей полной поверхностью. 
2 2 
3698. В сегмент эллиптического параболоида ® = =. + т. 
с а 
2 = с вписать прямоугольный параллелепипед наибольшего объ- 
ема. 
3699. Найти кратчайшее расстояние точки Му(ху, цу, 20) от 
плоскости Ах р + С2 +Рр=0. 
3700. Опредёлить кратчайшее расстояние 4 между двумя 
прямыми 


ха: ии 2 
т. п Р! у 

хх: _ ут: _ 22 
то по Р2 


3701. Найти кратчайшее расстояние между параболой у = х? 
и прямой х-у-2=0. 
3702. Найти полуоси центральной кривой второго порядка 
Ах? + 2Вху + Су? =1. 
3703. Найти полуоси центральной поверхности второго по- 
рядка 
Ах? + Ву? + С27 + 2Оху + 2Еудз + 2ЁРхё = 1. 
3704. Определить площадь эллипса, образованного пересече- 
нием цилиндра 
2 
И =] 
а? Ь2 
плоскостью 
Ах + Ву + Сг = 0. 
3705. Определить площадь сечения эллипсоида 
2 
ЕЕ 
а? Ь2 с? 
плоскостью 


х с03 9 + у соз В + г соз у = 0, 


где со3? ©, + с05? В + соз? у = 1. 
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3706. Согласно принципу Ферма свет из одной точки в другую 
попадает за кратчайшее время. 

Предполагая, что обе точки расположены в различных опти- 
ческих средах, разделенных плоскостью, причем скорость распро- 
странения света в первой среде равна 01, а во второй 0.2, вывести 
закон преломления света. 

3707. При каком угле падения светового луча на боковую 
грань призмы с преломляющим углом @ и показателем прелом- 
ления п угол отклонения луча (т. е. угол между падающим и 
выходящим лучами) будет наименьшим? Определить этот угол 
наименьшего отклонения. 

3708. Переменные величины х и у удовлетворяют линейному 
уравнению 

у=ах-+Ь, 


коэффициенты которого требуется определить. В результате ря- 
да равноточных измерений для величин х и у получены значения 
хи (1=1,2,..., п). 

Пользуясь способом наименьших квадратов, определить 
наивероятнейшие значения коэффициентов а и 6. 

Указание. Согласно способу наименьших квадратов наивероят- 
нейшими значениями коэффициентов а и Ь являются те, для которых 
сумма квадратов погрешностей 


у д: = У еж чь-и 
1=1 #=1 


будет наименьшей. 
3709. На плоскости дана система п точек М‚(х, у) (=1, 2, ... 


.... п). При каком положении прямой х со$ © + узша-р=о0 
сумма квадратов отклонений данных точек от этой прямой будет 
наименьшей? 

3710. Функцию х? на интервале (1, 3) приближенно заменить 
линейной функцией ах + В так, чтобы абсолютное отклонение 


А = зир |х? — (ах + 5) (1 <х< 3) 


было минимальным. 


РАЗДЕЛ УП 


ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 


$ 1. Собственные интегралы, зависящие от параметра 


1. Непрерывность интеграла. Если функции Кх, у) определена и не- 
прерывна в ограниченной области В[а < х<А; 6 <у< В], то 
ро - 

в - [| Их, дах 
а 


представляет собой функцию, непрерывную на сегменте < у< В. 
2. Дифференцирование под знаком интеграла. Если сверх указан- 


ного в 1°, частная производная ][, (х, у) непрерывна в области В, то при 
ь < у< В справедлива формула Лейбница 


А А 
ти | Их, ууах = | И, (х, у) ах. 


В более общем случае, когда пределы интеграции являются диффе- 
ренцируемыми функциями ©(у) и \(у) параметра уиа< 9(5) < А, 
а < (у) < А при ф < у < В, то имеем 


№(и) 
т Ех, у) ах = 
ау 
Ф(и) 
(и) 
= Ку), ум (у) - Ко), уд’ (и) + | Ру (х, у) ах 6 <у<В. 
ф(и) 
3. Интегрирование под знаком интеграла. При условиях 1° имеем 


В А А В 


[ | К, ууах = | = | Их, у) ау. 
а [22 


Ь а 
3711. Показать, что интеграл 


1 
Ку) = | Кх, у) ах 
[и] 


от разрывной функции /(х, у) = звп (х — у) является функцией 
непрерывной. Построить график функции и = Е(у). 
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3712. Исследовать на непрерывность функцию 
1 


Рад = [ 3709. ах, 
х+у 


где функция Кх) непрерывна и положительна на сегменте [0, 1]. 
3713. Найти: 


1+а 1 
а) Пт Вей. 6) Пт их? + о? ах; 
а —0 1+ х2 + а? а—0 
а —1 
2 1 
| : ах 
в) Пт | х? с0$ ах ах; г) Па | —“; 
о —0 по х\" 
о о 1+1 1+-= 
п, 
п 
2 


д) Па | ей" 9 40. 


В < 


0 
3714. 1. Пусть функция /(х) непрерывна на сегменте [А, В]. 
Доказать, что 


Ув 


щи 2 [ТЕ + в) - КИ] а! = Кх) - Ка) (А <а<х<В). 


1-ой 
2. В 1) 9,(<) 20 (п=1,2,...) на [-1, 1]; 2) 9.(х) 0 при 
1 
п — 0 на 0 <5< |х| < 1; НИ 


Доказать, что если И Е Е 1, 1], то 
Ш [ Их), (©) ах = Ко). 
-1 


3715. Можно ли совершить предельный переход под знаком 
интеграла в выражении 


3716. Можно ли вычислить по правилу Лейбница производ- 
ную функции 


1 
Е(у) = | шп /х? + у? ах 
о 


при у = 0? 
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ЗТ1Т. Вычислить Ё(х), если 
х2 
Е(х) = | е-хи? ау. 


х 


3718. Найти Е’(а), если: 


а) (а) = | ел -> ах; 


эта 
+а 


6) Р(а) = | аи ах; 


аа 


в) Е(о) = | еее ах; 
0 


г) Е(а) = | Кх + а, х- а) ах; 
0 


02 х+а 
д) Е(о) = | ах | зв (х2 + у? — 02) ау. 
0 х-а 


3119. Найти Е”(х), если 
Е(х) = | (х + Ку) ау, 
[] 


где /(х) — дифференцируемая функция. 
3720. Найти Е”(х), если 
Ь 


Е(х) = | КЕ - ау, 


гдеа < Би (и) — непрерывная на [а, 6] функция. 
3721.1. Найти Е”(х), если 
й Я 
Ех) = | 48| Ме+ё+т 4 @#>0), 
0 0 
где (х) — непрерывная функция. 
2. Найти Е"(х), если 


Ех) = | КС — "ав. 
0 
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3722. Доказать формулу 


х 


(те = [и соз[у + "т. у (п=1,2, ...). (1) 


ах" х хп +1 


Пользуясь формулой (1), получить оценку: 
9 миа 
ах"\ х 

3723. Функцию /(х) = х?* на промежутке 1 < х < 3 приближен- 


но заменить линейной функцией а + 5х так, чтобы 
3 


| (а + 6х - х?) ах = ша. 


1 | 
< прихеЕ (-©, +55). 
п+1 РИ ) 


3724. Получить приближенную формулу вида 
М1+х? за-фх (0%<а<0 


из условия, что среднее квадратичное отклонение функций а + 6х 


и /1+х? на данном промежутке [0, 1] является минимальным. 
3725. Найти производные от полных эллиптических интег- 
ралов 


д 
2 

Ес = | Л—Е2зрт?ф а, 
0 


кг 


ВЮ) = | № — (<< 


1-#23112ф 


и выразить их через функции Е(Ё) и Е(Е). 
Показать, что Е(Ё) удовлетворяет дифференциальному урав- 
нению 


ЕВ! Ев) т т = 0. 


3726. Доказать, что функция Бесселя целого индекса п 


п 


«/„(Е) = "| со3(пф — х эп ф) аф 
0 
удовлетворяет уравнению Бесселя 


х2" (х) + ха, (х) + (х? — п?) (х) = 
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3727. Пусть 


Код = | Ч, 
о 


(Хх 


где функция $(х) непрерывна вместе со своей производной $'(х) 
на сегменте 0 <х < а. 
Доказать, что при 0 < а <а имеем 
[#3 
Та) = $ + [ 96) ах. 
и. № 3 Ух 
Указание. Положить х = о. 


3728. Показать, что функция 
1 


и(х) = | К(х, уу) ау, 
0 


где 
_ [х (1-1), еслих < у; 
К(х, у) = ый (1-х), еслих>ы, 


и (у) непрерывна, удовлетворяет уравнению 
и’(х) = —и(х) (0%<х<1. 


3729. Найти Е, (х, у), если 


ху 
Е(х, у) = | (х - уг) Кг) а2, 


у 
где /(2) — дифференцируемая функция. 
3730. Цусть /(х) — дважды дифференцируемая функция и 
и(х) — дифференцируемая функция. 
Доказать, что функция 
х+а! 


и(х, = ЦЕ - а) + Кхта] + = | Е(2) 42 


-а 
удовлетворяет уравнению колебания струны 


92и _ „202и 


912 дх? 


и начальным условиям: и(х, 0) = Кх), м; (х, 0) = Е(х). 
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3731. Показать, что если функция К(х) непрерывна на сегмен- 
те [0, Пи (х - 2 +у +22 я 0 при 0 < Ё< р, то функция 


1 
и(х, и, 2) = © _ 
2 Ух - 6+ у +22 
удовлетворяет уравнению Лапласа 
92и ; ди 92и 
Е + =0. 
9х2 ду? 922 
Применяя дифференцирование по параметру, вычислить 
следующие интегралы: 


3732. | п (а? зщ? х + 2 соз? х) ах. 


3733. | ш (1 - 2а соб х + а?) ах. 


З73А. [| Ао) 
Ех 

3735. [ ш1+9608х ах < (| а] < Г) 
1- асозх с05х 


мя ом зо 
= 


3736. Пользуясь формулой 


1 
атех — | ау 
о 


вычислить интеграл 


й 
. 


1 
| иг = 
0 


3737. Применяя интегрирование под знаком интеграла, вы- 
числить интеграл 
1 
0 


2“ х (а>0,6>0). 
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3738. Вычислить интегралы: 


|") 
— 
= —- 
м 
8 
> 
5 
— 
и 
< 
= 
| 
8 
>. 


б) | соз( та ах (а>0,5>0). 
0 


3739. Пусть, Е(®) и Е(Е) — полные эллиптические интегралы 
(см. задачу 3725). Доказать формулы 


Ё 
а) | ЕВЕ аЁ = Е(В) — Е? ЕЮ; 
о 


Ё 
6) | Е(ЮЕ а = 31 + А?) Е(Ь) — Е? ЕВ, 
0 


где | =1- 42. 
3740. Доказать формулу 
| хо(х) ах = ху (х), 
0 


где «Ло(х) и //(х) — функции Бесселя индексов 0 и 1 (см. задачу 
3726). 


$ 2. Несобетвенные интегралы, зависящие от параметра. 
Равномерная сходимость интегралов 


1. Определение равномерной сходимости. Несобственный интеграл 


+2 


| Их, у) ах, а) 


где функция Кх, у) непрерывна в области а < х < +, у; <у <у»›, называется 
равномерно сходящимся в интервале (у,, у»), если для любого & > 0 сущест- 
вует число В = В(Е) такое, что при всяком Ь 2 В имеем 


+ о 


| [(х, узах| <= (у <у<у),). 
Ь 
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Равномерная сходимость интеграла (1) эквивалентна равномерной 
сходимости всех рядов вида 


Чт, 


у ] Их, у) ах, (2) 


гдеа=а <а, <а, <... <а, <а,.1<...и @т а, = +09. 
п->о 

Если интеграл (1) сходится равномерно в интервале (ут, у2), то он 
представляет собой непрерывную функцию параметра у в 
этом интервале. 

2. Критерий Коши. Для равномерной сходимости интеграла (1) в 
интервале (у, у2) необходимо и достаточно, чтобы для любого & > 0 су- 
ществовало число В = В(&) такое, что 


[рад < в (и <у< и), 


если только 5’> Ви б”> В. 

3. Критерий Вейерштраеса. Для равномерной сходимости интегра- 
ла (1) достаточно, чтобы существовала не зависящая от параметра у ма- 
жорирующая функция Р(х) такая, что 


1) Их, у) < Е(х) при а < х < +5, 


+05 


2) | Е(х) ах < +00. 


4. Аналогичные теоремы имеют место для несобственных интегра- 
лов от разрывных функций. 


Определить области сходимости интегралов: 


+09 +00 
3741. | 2х, 3742. | 2005 1 
1+х2 ХР+ хЧ 
о 
+00 2 
3743. | 31% 1, 3744. Ты 
ХР пох. 
0 
1 сот 1 ох р 
3745. | — ах. 3746. | —87Х адх(р>0). 
"Л х2 ХР+ 5шх 
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При помощи сравнения с рядами исследовать сходимость 
следующих интегралов: 


+0 +05 


З7АЛ. | 608 ух. 3748. | — 4  (п>0). 
х+а 
о о 


1+х"51т2х 


+00 


3749. | 3750. | в") д, 
п о 


ах 
ХР З/ эт? х 
3751. Сформулировать в положительном смысле, чтб значит, 
что интеграл 


Г Кх, у) ах 


сходится неравномерно в заданном интервале (у, у). 


3752. Доказать, что если: 1) интеграл 


400 


| Их, у) ах 


сходится и 2) функция ф(х, у) ограничена и монотонна по х, то 
интеграл 


| Кодф(х, у) ах 


сходится равномерно (в соответствующей области). 
3753. Доказать, что равномерно сходящийся интеграл 
1 


+09 Е 
Т= | а 
1 


нельзя мажорировать сходящимся интегралом, не зависящим от 
параметра. 


3754. Показать, что интеграл 


+0 
Т= | се “* ах 
0 


сходится: 1) равномерно в любом промежутке 0 < а< а < 68; 
2) неравномерно в промежутке 0 < 4 < 6. 
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3755. 1. Доказать, что интеграл Дирихле 
+с° 
Т= | тах 
х 
0 
сходится: а) равномерно на каждом сегменте [а, 6], не содержа- 
щем значения 0 = 0; 6) неравномерно на каждом сегменте [а, 6], 
содержащем значение © = 0. 
2. Исследовать на равномерную сходимость интеграл 
+0 
4х 
ха 
1 
в следующих промежутках: а) 1 < 0 < 4 < +65; 6) 1 <а < +55. 


3. Показать, что интеграл 


+ со 


ах 
хй+1 


о 


сходится неравномерно в интервале 1 < & < +55. 


Исследовать на равномерную сходимость в указанных про- 


межутках следующие интегралы: 


1 
3756. а) [< (0<а<1;; 
о 


+09 


6) | г зт хах 0<щ<а< +05). 


о 


+00 
3757. | хче-* 4х (а<а<ь). 
о 
3758. | 508% 15 (-00 <а < +05). 
1+х2 
ва 
4х < 
3759. | т © <а< +) 
+09 
3760. а) | ие ах (0<а< +0); 


6) | Хх (0 <рх 10). 
хх 


3761. 


3762. 


3763. 


3764. 


3765. 


3766. 


3767. 


3768. 


3769. 


37710. 


3711. 
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+00 
| е-ах во х (О <а< +05), гдер> 0 фиксировано. 
Хх 


1 


409 


| меч ах (О<а< +0). 


0 


+9 
| е-"-90? 4х; ааа<а<бв; б) -© <а < +00. 


—со 
+2 


а) | е-а +9?) чт х ау (-59 <х < +05); 
[о 


+05 
эшх2 —. 
6) | Я ах (р? 0). 
0 


Подобрать число 6 > 0 так, чтобы 
+5 
Аза при 1,1<р< 10, гдеё= 105. 
1+ хР 


хР- 1 11 тах; а) р? рь>0; б)р>0(а> -1). 


Интеграл называется равномерно сходящимся при дан- 


ном значении параметра, если он равномерно сходится в неко- 
торой окрестности этого значения. Доказать, что интеграл 


+ со 


сходится равномерно при каждом значении 0, 7 0 и не сходится 
равномерно при @ = 0. 
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3712. Законен ли переход к пределу под знаком интеграла в 
выражении 


+09 
Нм себя 4х? 
а — +00 
0 


3773. Функция Кх) интегрируема в промежутке (0, +55). До- 
казать формулу 


45 оо 


ро е “*Кх) ах = | Кх) ах. 
0 


о 


3774. 1. Доказать, что если }’(х) абсолютно интегрируема на 
[а, +05], то существует Пш Их). 
х>о 


2. Доказать, что 


+00 


п- <> 
0 


Пт Кх) чп пх 4х = 0, 


если (х) абсолютно интегрируема в промежутке (0, -+-с°). 


3715. Доказать, что если: 1) Кх, и) 3 К», уо) в каждом ко- 


+5 


нечном интервале (а, 6); 2) |/(х, ,)| < Е(х), где | Е(х) ах < +05, то 


+00 +00 


Пт (х, и) ах = Вт Их, и) ах. 
у- у— 


а а 


3776. 1. Вычислить интеграл 


+00 +с° 


хе [О (1 =.) "ах, 
т х ры = ах 


используя предельный переход под знаком интеграла. 


2. Пусть Кх) непрерывна и ограничена на [0, +05). Доказать, 
что 
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3717.1. Найти 


чо 
Пт 4х р 
п- о х"+1 
0 
2. Доказать, что интеграл 
+2 


Е(а) = | е-'-ч)? 4х 
0 
есть непрерывная функция параметра а. 
3778. 1. Показать, что 
1 это 


Род = | хх 


ха 


есть непрерывная функция в интервале 0 <а < 1. 
2. Определить точки разрыва функции 


4+0 
Е(а) = | э1п( -= а?)х ах. 
0 


Построить график функции у = Р(а). 


Исследовать на непрерывность в указанных промежутках 
следующие функции: 
+о9 
3779. Р(о) = | 4 приа>2. 
2+хя 
0 
+9 


3780. Е(о) = | 255 4х при а > 0. 


[3 
1 
п 


3781. Ро) = [| дот при 0 <а<2. 


4+0 


3782. Е(о) = | 1х прио<а<1. 


| чих“ 


0 


+05 
3783. Е(@) = | .е-=0? 4х при —со < а < +0. 


0 
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$ 3. Дифференцирование и интегрирование 
несобственных интегралов под знаком интеграла 


1. Дифференцирование по параметру. Если: 1) функция Кх, у) не- 
прерывна вместе со своей производной [, (х, У) в области а <х < +09, 


в) +0 
и<у<у); 2) | Их, и) ах сходится; 3) | й, (х, у) 4х сходится равно- 


мерно в интервале (уу, у2), то 


+09 + са 


ет | Их, у) ах = | 1х, ах 


при и; < у< у. (правило Лейбница). 
2. Формула интегрирования по параметру. Если: 1) функция 


+00 


Их, у) непрерывна при х2аии, Зу< у); 2) | (х, и) ах сходится рав- 


номерно в конечном сегменте [у1, у2], то 


У2 +0 4+0 У 
[“| Их, узах = | а [| уу ау. (1) 
1 а а У 


Если Кх, у) 2 0, то формула (1) верна также и для бесконечного 
промежутка (и1, у2) в предположении, что внутренние интегралы равен- 
ства (1) непрерывны и одна из частей равенства (1) имеет смысл. 


3784. Пользуясь формулой 
1 
[74 и (п> 0), 
0 


вычислить интеграл 
1 


Т= | х"71]ш" х ах, где т — натуральное число. 
0 


3785. Пользуясь формулой 


+0 


ах _ п (а>0), 
х2+а 2.[а 
(1 
вычислить интеграл 


40 


Т= | а ‚ где п — натуральное число. 
х2+а 
0 
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3786. Доказать, что интеграл Дирихле 


+ со 
Го) = | пох 1 
х 
о 
имеет при 0, 7 0 производную, однако ее нельзя найти с помощью 


правила Лейбница. 
Указание. Положить ах = у. 


3787. Показать, что функция 


4+0 


Е(а) = | созх 
о 


1+ (х+а)? 


непрерывна и дифференцируема в области —со < а < +00. 
3788. Исходя из равенства 
ь 


а | е`*9 ду, 


а 


е-ах — е-ёх 
х 


вычислить интеграл 


+09 


| ах (а>0,6>0). 
0 


3789. Доказать формулу Фруллани 
| Как) ИВ д = Ко) т? (а>0,6>0), 
0 
+20 
где /(х) — непрерывная функция и интеграл | К) ах имеет 
А 
смысл при любом А > 0. 


Применяя формулу Фруллани, вычислить интегралы: 


4-00 


3790. | ока Аа а 
0 


+00 


3791. | тя (а>0,6> 0). 
0 


+9 


3792. | атеах - атонех (а>0,6>0). 
0 
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С помощью дифференцирования по параметру вычислить 
следующие интегралы: 


+0 
3793. | ах (а>0,В>0). 

4+0 
3794. Г (ем) ах (&>0,В>0). 
3795. | ее тх ах (а&>0,В>0). 

+0 


3796. Е соя тх ах (а>0,В>0). 


0 
С интегралы: 


п(1- 92х? < 
от. [ ео, а (4<1. 


ато, ео, т). 
ай 


+09 


3799. | атошах с 4х. 
х2./х2- 


3800. Г + 22) 1. 


В2 + х2 


+0 
3801. | агсёеох атевиВ т 
х 
о 


4+о0 
3802. | ПН > 
х 


0 
3803. Вычислить интеграл Эйлера— Пуассона 


+20 
Т= | е-=? ах, 
0 
исходя из формулы 


+ со + са 


1 | е—тах | хе" ау. 
0 
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Пользуясь интегралом Эйлера—Пуассона, найти следующие 
интегралы: 


+20 


3804. | ее т+х (а> 0, ас - 62 > 0). 


+ со 


3805. | (ах? +26 х + сл)е‘@яй +2ьх+ с) ах (а>0, асе -В>0). 


+20 


3806. | е-а=? св вх ах (а>0). 


2 
(=? 2 


3807. [е т ах (@>0). 


3808. | В, (и 0,В>0). 


х2 


3809. | е-в=? соз 6х ах (а>0). 
0 


+ со 


3810. а) | хе-“ зт Ьх ах (а> 0); 
0 


+20 
6) | х2пе-2 соз 25х ах (п — натуральное число). 
[о 


3811. Доказать, что 
5 


И | стае = | @>0,5>0). 


х — +00 
-6 


3812. 1. Исходя из интеграла 


оо 
Ко) = [ стоя ЭтВЕ (а> 0), 


0 


вычислить интеграл Дирихле 


ОВ) = | эта 
[О 
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2. Какой примерно вид имеет график интегрального синуса 
р р р у 
у=ых, 

где 

х 

Я х= [|511 4? 
[2 
о 


Используя интегралы Дирихле и Фруллани, найти следую- 
щие интегралы: 


4+0 
3813. | ОВК ах (и> 0. 
0 


4+ со 


зала. | Зтоязивках [#18]. 


о 
4 оо +с0 
3815. | эн созВ д, 3816. | ЗИ ад, 
0 0 
{оо 4+о0 
: р . 3 
3817. (тая) ах. 3818. | (та ах. 
Хх Хх 
0 
3819. [| 31“ фр. 
х2 


3820. зи вт“ Вх д (В = 0). 


=—5$ =—# .— 


3821. а ах. 


4+0 
3822. | си зтататВя ах (>20, а>0,В>0). 
0 
3823. Найти разрывный множитель Дирихле 

+2 

2 се 4А. 

Бих) == ел. 

(х) - | яп А со Ах > 
0 


для различных значений х. Построить график функции у = Б(х). 


$3. Дифференцирование и интегрироваиие несобственных интегралов 


3824. Вычислить интегралы: 
40° + о 
пах с0$ох 
у. р. —— ах; буу.р. — я 
В | хХ+Ь В | х+Ь г 


3825. Пользуясь формулой 


+2 
1 т = | ей += ду, 
+ 
0 
вычислить интеграл Лапласа 
+00 
— созах 
= | о ах. 
0 
3826. Вычислить интеграл 
+20 
— хзтах 
г | т 
0 
Вычислить интегралы: 
+20 
3827. | Зах. 
1+х2 
0 
оо 
3828. | 2034 ах 
| (1+х2)2 
о 
+20 
созах В 
3829. | а (а > 0, ас ы > 0). 
0 


3830. Пользуясь формулой 


+0 


1 _2 | ки? 
-= = = | е* ау (х>0), 
Я) 
вычислить интегралы Френеля 
со 4+0 
| зщ(х2) ах = ь | Е 0% 
0 0 4х 
+ со + оо 
1 созх 
с0$ (х2) 4х == | ах. 
| |" 


0 0 
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Найти интегралы: 


+оа 


3831. | эп (ах? + 2х + оах (ао). 


+о9 


3832. | $11 ^2 с03 Зах ах. 


3833. | с0$ х2 с0$ 2ах ах. 
3834. Доказать формулы: 
созах д хяптах Е 
1) И же ах = 5 эш ао; 2) | РР ах 5 603 ао, 


гдеа > Ои интегралы понимаются в смысле главного значения 
Коши. 
3835. Найти преобразование Лапласа 


+00 


Е(р) = | ев) ав (> 0) 


0 


для функции К®, если: 
а) (р) =Ё (п — натуральное число); 


6) КВ) = МЕ; 

в) К =е“; 

г) Кв =1е*; 
д) КЕ) = со$ &; 
в) КО = 1-6 -е 


ж) КИ = зт ам. 
3836. Доказать формулу (интеграл Липшица) 
+20 
= 1 
е "Л (ЬЕ) аё= (а> 0), 
| } аа +5 


0 


где «Ло(х) = | со3(х т ф) аф — функция Бесселя 0-го индекса 


0 
(см. задачу 3726). 
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3837. Найти преобразование Вейерштрасса 


+20 


Е(х) = = | е-«-9* Ку) ду, 


если: 
а) Ку) = 1; 6) Ку) = у?; в) Ки) = е?; г) Ку) = соз ау. 


3838. Многочлены Чебышева—Эрмита определяются фор- 


мулами 
леска Ч” 2 с: 
Них) = (-№"е т (е*) (п=0,1,2,...). 


Доказать, что 
т 
0 


Л ь если т/п; 
| в 2"п!/к, если т = п. 


3839. Вычислить интеграл 
о а ы 


2 в? 5. 
6х) = в | е 2 14Е (01>0, в, > 0), 


имеющий важное значение в теории вероятностей. 
3840. Пусть функция /(х) непрерывна и абсолютно интегри- 


руема на промежутке (-со, +с0). 
Доказать, что интеграл 


оо 
— ху? 


)е 421 4 


их, = ее | КЕ 


удовлетворяет уравнению теплопроводности 
ди _ 19?и 


9 а?ах? 


и начальному условию 
Шт и(х, = К. 
#— +0 


$ 4. Эилеровы интегралы 


1. Гамма-функции. При х > 0 имеем: 


+09 


Г(х) = | 1" ЦЕ. 


о 
Основное свойство гамма-функции выражается формулой понижения 


Г(х + ) =хГ(х). 
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Если п — целое положительное число, то 


Г(п) = (п- 1 Г(1+ =} - 1.8..." д, 
2" 
2. Формула дополнения. При х, не равном целому числу, имеем 


д 


Гога - х) = ие: 


Эта формула позволяет определить гамма-функцию для отрицатель- 
ных значений аргумента. 
3. Бета-функция. При х > биу> 0 имеем 


1 


В(х, у) = | а. 
0 


Справедлива формула 


ГГ). 
В(х, у) = Ч 


3841. Доказать, что гамма-функция Г(х) непрерывна и обла- 
дает непрерывными производными всех порядков в области х > 0. 

3842. Доказать, что бета-функция В\(х, у) непрерывна и обла- 
дает непрерывными производными всех порядков в области х > 0, 
у> 0. 

С помощью эйлеровых интегралов вычислить следующие ин- 
тегралы: 


1 а 
3843. | ИЕ яах. 3844. | 2 ай ха ах (а>0). 
0 0 


+0 +2 
х 
3845. | я 
0 
— : 
3847. | дах 3848. | зб х с081 х ах. 
1+х4 
0 
3849. те "> 1. 
п т — хп хп 
+20 


3850. | х2"е- 4х (п — целое положительное). 
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Определить область существования и выразить через эйлеро- 
вы интегралы следующие интегралы: 


4+ с0 +25 
3851. | "1х (п> 0). 3852. | в 
1 ЕС (1 + х)" 
0 0 
+00 
3853. | —" 4 (а>0,6>0,п>0). 
(а+ьх”)? 


(х+с)т+т-2 


даа, [еек ((<а<Бс>0). 
) 


2 
3855. | — 4%“ (т>о.. 3856. | зап" х с08" х ах. 
ал 
: 
3857. [ 42" х ах. 
о 
п 4 со 
эх хп 
3858. [т па 4х (0 < < 1). 3859. | е"4х (п>0). 
о 0 
+00 1 
3860. [ хте-=" 4х. 3861. | [№ =] ах. 
0 , 
+20 
3862. Га Ре“ шпхах (а>0). 3863. | кПа, 
0 0 


о со 


+ со 
3864. а) [ ах 6) [| ах; в) [ 1х дру. 
1+х 1+ хз 1+4 
0 0 


+05 


3865. | НН, 
0 


(1+х)шх 
+09 


3866. [ ХР ах (0 <р<1). 


о 
Указание. Этот интеграл можно рассматривать как 
№п [Вф, =) - Ва - р, =)]|. 
Е о 
40° 1 


3867. [8 атах (0<а<В). — 3868. | 1 Г(х) ах. 
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а+1 1 


3869. | ш Г(х) ах (а>0). 3870. | п Г(х) эт лх ах. 
а 0 


1 


3871. | т Г(х) соз 2плх ах (п — натуральное число). 
0 


Доказать равенства: 
1 


1 
ах х?ах 
3872. | | = 

о р о 


40° +00 


3873. | е-*“ ах. | хе ах = 
0 0 


м 

8./2 
о 1 п-1 п 1 

3874. | | хп 1етах = (1) 2 (21) 2. 
=1 Г] 


4+ оо 


3875. шп | е-=" ах = 1. 
0 


+2 
1 — 1 = 1.-ж ъ 
Используя равенство — = —— те * ЦЕ (х > 0), найти 
уяр х  Р(т) | (х> 0) 
0 


интегралы: 


+ оо 


3876. | ах (0<т< 1. 
0 


4+ 


3877. | этак (0<т< 2). 
0 


3878. Доказать формулы Эйлера: 


+55 


а) | #7 1еМ соз о(АЕ эп 0) аЁ = Г) соз ох; 
А 
о 


+05 
6) | #716 089 (ДЕ ват 0) Е = Г) зп ах 
А 
[0 


(^> 0, =>0, -И<а< =. 
2 2 
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3879. Найти длину дуги кривой 
г" =а" с0$ пф (а>0, п — натуральное). 
3880. Найти площадь, ограниченную кривой 


+ и" = а" (п> 0, а>0). 


$ 5. Интегральная формула Фурье 


1. Представление функцни интегралов Фурье. Если: 1) функция 
[К(х) задана на оси —©5 < х < +05, 2) кусочно-непрерывна вместе со своей 
производной Ё(х) в каждом конечном промежутке и 3) абсолютно ин- 
тегрируема на интервале (—©°, +05), то во всех своих точках непрерыв- 
ности она допускает представление в форме интеграла Фурье: 


4- со 


(х) = | [а(^) соз Ах + БА) эт Ах] аА, (1) 
о 


где 


4+0 


49 
ад) - 1 | КО сов 264 и 5-1 | КЕ) эт АЕ ЧЕ. 


В точках разрыва функции (х) левая часть формулы (1) должна быть 
заменена на 5х + 0) + Их - 0]. 
Для четной функции {(х), с тем же замечанием относительно точек 
разрыва, формула (1) дает: 
+с9 
Кх) = | а(^.) соз Ах ал, (2) 


0 
где 
оо 


ао - | ИЕ) соз ЛЕ ЧЕ. 
Г] 


Аналогично для нечетной функции [{(х) получаем 
+ оо 
Их) = | 6(^.) эт Ах а^, (3) 


0 
где 


4+0 


од - 2 | КЕ) за АЕ ЧЕ. 
[0 
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2. Представление функцни интегралом Фурье в интервале (0, +55). 
Функция [(х), заданная в интервале (0, +05), и кусочно-непрерывная 
вместе со своей производной [(х) на каждом конечном интервале (а, 5) с 
с (0, +05), абсолютно интегрируемая на (0, +05), по желанию может быть 
представлена в данном интервале или формулой (2) (четное продолже- 
ние), или формулой (3) (нечетное продолжение). 


Представить интегралом Фурье следующие функции: 
1, если [х| < 1; 


3881. = 
= 0, если [х]| > 1. 


] зп х, если [| < 1; 
0, если |х| > 1. 
3883. К(х) = зёп (х -а) - зеп (х- 6) 6 > а). 


3882. Кх) = 


_ы ый 
3884. Пк =” (1 2) если || < а; 


0, если |[х| > а. 


3885. /(х) = (@>0). 


ах? 


3886. К(х) = (а> 0). 


эт х, если [х| < п; 


я о, если [х| > п. . 
созх, если [х| < > : 
3888. Г(х) = 
| 0, если [х| > 5. 


А зто, если | < ата | 
3889. /(х) = 


0, если ||| > 277 
| 


(п — натуральное число). 
3890. /(х) = е (> 0). 
3891. /(х) = е`° М соз Вх (и > 0). 
3892. /(х) = е 1 эт Вх (> 0). 
3893. Кх) = е-*. 
3894. /(х) = хе-=?. 
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3895. Функцию 
Кх) =е* (0 <х < +09) 


представить интегралом Фурье, продолжая ее: а) четным обра- 
зом; 6) нечетным образом. 
Найти преобразование Фурье 


со 1 
Е -Нх == о : —Их 
Ед - = | Коте = т бт, | Кей» да 


для функции [(№), если: 
3896. /(х) =е“ («> 0). 
3897. /(х) = хе“ (м > 0). 


3898. (ху =е?. 


3899. /(х) = е сов их. 
3900. Найти функции 9(х) и \у(х), если: 


оо 


а) | Ф(и) соз ху ду = ПЕ. 
о 


+ со 


6) | Чу) зтхуау=е* (х>0). 
[ 


РАЗДЕЛ УШП 


КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


$ 1. Двойные интегралы 


1. Непосредственное вычисление двойного интеграла. Двойным ин- 
тегралом от непрерывной функции К(х, у), распространенным на огра- 
ниченную замкнутую квадрируемую область 6, называется число 


[ле дчеч- Ва ‚У У, дах, 
Е ] 


шах|Ах | —0 
о шах|Ау —0 


где Ах, = х.1-хь Ду; = у, +1 - у, и суммирование распространяется на 
те значения {и }, для которых (х, у е®. 
Если область О задана неравенствами 


азхзЬ, и(х) Зу<х 92%), 


где у! (х} и уг(х) — непрерывные функции на сегменте [а, 6], то соответ- 
ствующий двойной интеграл может быть вычислен по формуле 


[2] у2(х) 
[[^. у)ахау= | ах | Их, у) у. 
[9] а #1(%) 


2. Замена переменных в двойном интеграле. Если непрерывно диф- 
ференцируемые функции 
х=х(и, 0), у= ии, 0) 
осуществляют взаимно-однозначное отображение ограниченной и зам- 


кнутой области © в плоскости Оху на область 0’ в плоскости Оиь, и 
якобиан 


ры Б(х, у) 
Во и) 


сохраняет постоянный знак в @ за исключением, быть может, множе- 
ства меры нуль, то справедлива формула 


[| у) ах ду= [ Иа(и, 0), убиь ФГ аи ао. 
[9] ©’ 
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В частности, для случая перехода к полярным координатам гиф по 
формулам х = и с0$ ф, у = гзш Ф имеем 


И Их, и) ах 4у = | Кг с0$ ф, г зш фуг аг а. 
[9] о; 


3901. Вычислить интеграл 


И ху ах ау, 


рассматривая его как предел интегральной суммы, разбивая об- 
ласть интеграции на квадраты прямыми 


Ая 
АА 


[ С ‹ 

ь у=1 В 

п 

и выбирая значение подынтегральной функции в правых верх- 
них вершинах этих квадратов. 


3902. Составить нижнюю 5 и верхнюю 5 интегральные сум- 


мы для функции К(х, и) = Хх + у? в области 1 <х<2, 1<у< 3, 
разбивая последнюю на прямоугольники прямыми 


хех, у=Е+ 1 (4 /=0,1,..., п). 


Чему равны пределы этих сумм при п —> ©5? 
3903. Вычислить приближенно интеграл 


] | вееная __ ахау _ 

м. + 2+? 

х2 +2 

аппроксимируя область интеграции системой вписанных квад- 
ратов, вершины которых А, находятся в целочисленных точках, 
и выбирая значения подынтегральной функции в вершинах этих 
квадратов, наиболее удаленных от начала координат. Сравнить 
полученный результат с точным значением интеграла. 

3904. Приближенно вычислить интеграл 


[[4/е+595, 


где 5 — треугольник, ограниченный прямыми х=0, у=0ди 
х+у= 1, разбив область 5 прямыми х = со15%, у = соп3%, х + у = сопзф 
на четыре равных треугольника и выбрав значение подынтеграль- 
ной функции в центрах масс этих треугольников. 
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3905. Область 5{х? + у? < 1} разбита на конечное число квад- 
рируемых частей 45, (1=1,2, ..., п) диаметра меньше чем 6. При 
каком значении 8 будет обеспечено выполнение неравенства 


| |] эт (х + и а5 - р эт (х, + у)А5, | < 0,001, 


ЕТ 
где (х, у) Е АБ? 


Вычислить интегралы: 
1 1 1 х 


3906. | ах | ити ау. 3907. | ах | ху? ау. 
о о о 12 


21 а 


3908. | а | 72 эй ф ак. 
0 0 
3909. Доказать равенство 


| | Хх) У(у) ах ау = [ хо ах. [ У(у) ау, 


Е а 


если В — прямоугольник: а х<А, 6 Зу< В и функции Х(х) 
и У(у) непрерывны на соответствующих сегментах. 
3910. Вычислить 


А В 
= | | Кх, и) ау, 


если 
Кх, у) = Е, (х, у). 
3911. Пусть Кх) — непрерывная функция в промежутке 
аз$х< 6. 


Доказать неравенство 
ь 2 ь 
ая < (6 - а) | дах 


где знак равенства имеет место лишь, если }(х) = соп$%. 
Указание. Рассмотреть интеграл 


ь ь 


| а | [/с9) — ПУР ау. 


а 
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3912. Какой знак имеют интегралы: 
а) Г 11(х? + у2) ах ау; 
+ <1 


6) [ Л — (х2 уз) ах ау; 


Ху? <4 


в) агсзшт(х + у) ах ау? 


0<х<1 
-13у<1-х 


3913. Найти среднее значение функции 
Кх, у) = 9112 х эп? у 
в квадрате Ох х<л, О0<ухл. 
3914. Пользуясь теоремой о среднем, оценить интеграл 


а аха 
100 + с052х + соз? и ° 


[+ < 10 
3915. Найти среднее значение квадрата расстояния точки 
круга (х — а)? + (у-6)? < В? от начала координат. 


В задачах 3916—3922 в двойном интеграле | Кх, и) ах ау 
[9] 


расставить пределы интегрирования в том и другом порядке для 
указанных областей ©: 
3916. 2 — треугольник с вершинами (0, 0), А (1,0), В (1,1). 
3917. — треугольник с вершинами О (0, 0), А (2, 1), В (-2, 1). 
3918. © — трапеция с вершинами О (0, 0), А (1, 0), В (1, 2), 
С (0, 1). 
3919. © — круг + < 1. 
3920. © — круг х? + у? < у. 
3921. © — параболический сегмент, ограниченный кривыми 
у=хиу=1. 
3922. © — круговое кольцо 1 < х? + у? < 4. 
3923. Доказать формулу Дирихле 
Их, у) ах = | у | Их, у) ах (а>0). 
у 


0 


Ах 


—Ъъз2 
=—н 
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Изменить порядок А в следующих интегралах: 


2 2х 2-х 
3924. [ ах | Их, у) ду. 3925. [ ах | Их, у) ау. 
0 х —6 2 


4 
1 х2 1-х2 


3926. | ах | Их, у) ау. 3927. [ы | Кх, у) ау. 


о 3 -л-в 
2 М2 хх 2я вах 

3928. | ах | Их, у) ау. 3999. | ах | Кх, д ау(а>0). 
1 2-х Мах _х? 


е шх 2п эпх 


о | Кх, у) ау. — 3931. | 4х | Их, у) ау. 


Вычислить следующие интегралы: 


3932. [7 ах 4у, если область © ограничена параболой 
у? = 2рх и прямой х = . (р>0). 
3933. Е т (а> 0), если область © ограничена кратчай- 


шей дугой НЫ © центром в точке (а, а) радиуса а, касаю- 
щейся осей координат, и осями координат. 


3934. | [хи ах ду, если © — круг радиуса а с центром в на- 


чале координат. 


3935. [] (х? + у?) ах ау, если © — параллелограмм со сторо- 


нами у=х, у=х фа, у=аиу-= За (а> 0). 


3936. | у? ах ау, если © ограничена осью абсцисс и первой 
о 
аркой циклоиды х = а(Ё - зп В, у= а(1 - соз #) (0 << 2п). 
В задачах в двойном интеграле Г] Кх, и) ах ау перейти к по- 


лярным координатам гиф, ааа. х = гсо0$ фЬ иу= г ф, рас- 
ставить пределы и если: 

3937. ео нА < 

3938. @ — круг х? + у? о ах (а>0). 
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3939. © — кольцо а? < ух. 
3940. © — треугольник 0<х<1;0< их 1-х. 


ГА 2 
3941. © — параболический сегмент -а< х<а; < уза. 
а 


3942. В каком случае после перехода к полярным координа- 
там пределы интегрирования будут постоянные? 


Перейти к полярным координатам ги $, полагая х = г с0$ ф 
иу=гз1т ф, и расставить пределы интегрирования в том и дру- 
гом порядке в следующих интегралах: 


1 1 1-х2 


1 
3943. | ах | Их, у) ау. 3944. | ах | Их, у) ду. 
0 0 0 1-х 
1 х? 


2 х.З 
3945. | —_ Их +8) ау. 3946. | ах | Кх, у) ау. 
о 
3947. Г Их, у) ах аду, где область О ограничена кривой 
(м7 + у)? = ах? - у?) (х20). 


Полагая, что ги ф — полярные координаты, изменить поря- 
док интегрирования в следующих интегралах: 
я 


2 асо5ф 


3948. | а | Ко, в) 4" (а>0). 
х 0 


2 авт? 
3949. | а | (рак (а>0). 
0 0 


а Ф 
3950. | а | Ко, г) 4г (0<а<2. 
0 0 


Перейдя к полярным координатам, заменить двойные интег- 
ралы однократными: 


3951. Г Ку?) ах ау. 


х2 +2 <1 


3952. | 1 К. + у) ах ау, где © = Их ы; < 1 


3953. ИА ал ду. 


ху? <х 
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Переходя к полярным координатам, вычислить следующие 
двойные интегралы: 


3954. Г ух? + у? ах ау. 
ха +у2 < а? 

3955. Г эт Их? + у ах ау. 
п 5х2 +у? < 4л2 


3956. Квадрат 5{а < х<а+й, < у<Ь+1}, (а>0, 6> 0) с 
помощью системы функций 


и-и, о- у 


преобразуется в область 5”. Найти отношение площади области 
5’ к площади 5. Чему равен предел этого отношения при й -* 07 


Вместо х и у ввести новые переменные и и 0 и определить 
пределы интегрирования в следующих двойных интегралах: 


ф Вх 
3957. | 4х [| Их, д а (0<а<5;0<а<В), если 
а ах 


и=хо=\. 
х 


2 2-х 
3958. | Ах | Ех, и) ду, если и = х+уо=х-уц. 
[О 1-х 


3959. П [(х, и) ах ау, где область Ф ограничена кривыми 
[9 


Ух + Му = Ма, х=9, и=0(а>0), если 
х = и 6051 0, у= из“ о. 
3960. Показать, что замена переменных 
ху у=е 


переводит треугольник 0 < х<1, О<у< 1-х в единичный 
квадрат 0 << 1, О<т< 1. 

3961. При какой замене переменных криволинейный четырех- 
угольник, ограниченный кривыми ху=1, ху=2, х-у+1=0, 
х-у-1=0 (х%>0, и> 0), перейдет в прямоугольник, стороны 
которого параллельны осям координат? 
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Произведя соответствующие замены переменных, свести 
двойные интегралы к однократным: 
3962. Ех + и) ах ау. 
+1 
3963. Г Ках + фу + оах ау (а? + 5220). 
ху <1 


3964. | (хи) ах ау, где область @ ограничена кривыми 


[9] 
ху=1, ху=2, у=х, у= 4х (х> 0, и>0). 


Вычислить следующие двойные интегралы: 


3965. [[е + у) ах 4у, где область О ограничена кривой 


у =х чи. 
3966. | | (+) ах ау. 


+1 


3967. Г | - х -% Ах ау, где область © ограничена эллип- 
[ 


2 а _ 
вом + = 1. 


3968. Г (х? + у?) ах аи. 
хуй <1 


3969. Г (х + у) ах ау, где область О ограничена кривыми 


у? = 2х, х+у=4А, х+у= 12. 
3970. | | ху 4х ау, где область © ограничена кривыми ху = 1, 


=) 
х+и 5. 
3971. [соз (х + и)| ах ду. 
О5х5л 
Озу<л 
3972. У — х2 — у? | ах ау. 


2 


3973. Ц Ми-=ах ау. 
ть 
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Вычислить интегралы от разрывных функций: 


3974. зе (х? — у? + 2) ах ау. 
х2+у2<4 

3975. Г [х + И ах ау. 
52 

3976. Г Ли-хЛах ау. 
х2<у<4 


3977. Доказать, что 


х"ту" 4х ау= 0, 
х2+у2 < а? 
если т и п — целые положительные числа и по меньшей мере 


одно из них нечетно. 
3978. Найти 


. 1 

Е ‚ а ‚ 

Шт пря Г Кох, у) ах ау 
х2 +2 < р? 


где К(х, у) — непрерывная функция. 
3979. Найти Е’(1), если 


3980. Найти Е’(®, если 


Е(Р) = Г ^/х? + у?ах ау. 
(х-02+(-02<1 
3981. Найти Е”($®), если 
ЕВ = Кх, у) аа ау @>0). 
хук 


3982. Доказать, что если Кх, у) непрерывна, то функция 


х х+у-6 
и у-з [4 | 09 
0 &-х+у 


удовлетворяет уравнению 


92и 


92и _ 
г — Зи? = Их, у. 
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3983. Пусть линии уровня функции [(х, у) — простые замк- 
нутые кривые и область 5(и1, 02) ограничена кривыми К(х, у) =и: 


и Их, у =и.. 
Доказать, что 
2 
П Кх, и) ах ау = | оЕ(о) ао, 
561.02) РА 
где Е (о) — площадь, ограниченная кривыми Кх, и) = и: и _КХх, у) =. 


Указание. Область интегрирования разбить на части, ограни- 
ченные бесконечно близкими линиями уровня функции К(х, у). 


$2. Вычисление площадей 


Площадь области 5, расположенной в плоскости Оху, Дается фор- 
мулой 
Э= Г НИ 
5 


Найти площади, ограниченные следующими кривыми: 


3984. ху = а?, х+у= ба(а>0.. 


3985. у? = 2рх + р?, у? = —24х + 42 (р>0,9>0). 
3986. (х — у)? + х? = а? (а> 0). 


Переходя к полярным координатам, вычислить площади, ог- 
раниченные следующими кривыми: 


3987. (х? + у2)? = 2а 7 - у?); у? > а’. 

3988. (х? + у3)2 = х2 + у?, х2 0, у? 0. 

3989. (х? + у2)? = а(х3 - 3х2) (а> 0). 

3990. (22 + у2)? = 8а?ху; (х — а)? + (у - а)? < а? (а> 0). 


Вводя обобщенные полярные координаты г и ф по формулам 
х = агсо$° ф, у= г з1° ф (г? 0), 


гдеа, Био — надлежащим образом подобранные постоянные, и 
Р(х, 


= аафг со5°` 1 ф зт"` 1 ф, найти площади, 
Б\г, $) 


учитывая, что 
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ограниченные следующими кривыми (параметры считаются по- 
ложительными): 


хи 
3991. 5 + о. 


2 т. в 
3992. ах о 0, у=0. 


'Ы 


4 2 
3993. ( + НИ (=> 0, у> 0). 


ци -& 
3994. а) ( + (%х>0, и> 0}; 


Производя надлежащую замену переменных, найти площади 
фигур, ограниченные следующими кривыми: 
3996. х+у=а, х+у=ф, и=ох, у=Бх (0 <а<6; 9 <а< В). 
3997. ху = а?, ху= 2а?, у=х, у= 2х (х > 0; у> 0). 
3998. а) у? = 2рх, у? = 24х, х? = 2, х? = 239 (0 <р<4;0<г<3); 
б) х? = ау, д? = у, х3 = су?, хз = 4? (0 <а<6;0<е<а)}; 
в) и = ахР, у = БхР, у = схт, у = 4х1 (0 <р<9;0<а<6; 


О<с<а). 
3999. а) Е + №1, + 2, 


хи Хх -—и > ы >> . 
47 ь (а>0;Ь>0); 


9 


Ци вх и 
ЕЕ, 82 =Ё (х>0,у>0). 


2 2 
4000. > + те = 1, где А принимает следующие значения: 
= С 


ооо 
ЕЕ (> 0, у>0). 
4001. Найти площадь, ограниченную эллипсом 
(ах + у + с)? + (ах + лу + с2) = 1, 
где 


д —: а162 ть аз! = 0. 
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2 2 
4002. Найти площадь, ограниченную эллипсами -^— + -И— = с? 
сви  502ы 


(они, и.) (О < ш < и; 
60520 1120 ( 1? 2) ( 1 2, 


(и=и,, из) и гиперболами 
О<ы;: <, х>0, и>0). 

Указание. Положить х = ссВи со$и, у=сзВ и эп о. 

4003. Найти площадь сечения поверхности 

Х + У + 22 - ху- ха - уз = а? 

плоскостью х+у+а=0. 

4004. Найти площадь сечения поверхности 

х у 2 

плоскостью 2 =1- 2(х + у). 


$ 3. Вычисление объемов 


Объем цилиндроида, ограниченного сверху 
непрерывной поверхностью 2 = Кх, и), снизу 
плоскостью 2 = 0 и с боков прямой цилиндри- 
ческой поверхностью, вырезающей из плоскос- 
ти Охиу квадрируемую область © (рис. 14), равен 


= Г Их, и) ах ау. 
(6) 


4005. Нарисовать тело, объем которого равен интегралу 
1 1-х 


и= | ах | (<? + у2) ау. 


Рис. 14 


4006. Изобразить объемы, выражаемые следующими двой- 
ными интегралами: 


а) Г (ху ах ау; и] ЕЕ ах ау; 


Озх+у<1 са 


х20,у20 
в) Г (1? + у?) ах ау; г И Мх?+у?ах ау; 
+ < 1 х?+у<х 
Г Мхиах ау; е) Г зп п /х? + у? ах ду. 
1<х<2 +2 <1 


х<уз ах 
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Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями: 
4007. 2 = 1 + х+у, 2=0, хчу=1 х=0, у=0. 

4008. х+у+а=а, х*+ у? = В?, х=б,у=0,2=0(а> 8.2). 
4009. 2 = х? + у?, у= Хх, у=1, 2=0. 


4010. 2 = с05 2 с05 у, 220, и+И<ь, “ИЗ о. 


4011. = зто, 2= 0, ух, у= 0, х=т. 
4012. 2 = ху, хфу+а=1 2=0. 


Переходя к полярным координатам, найти объемы тел, огра- 
ниченных следующими поверхностями: 

4013. 2? = ху, 2 + у? = а?. 

4014. 2 = х+у, (57 + у)? = 2ху,2=0(х> 0, у> О). 

4015. 2 = х? + у, += Хх, у = 2х, 2=0. 

4016. х? + у? + 22 = а?, х? у? 2а[х| (а>0). 

4017. х? + у? — аг =0, (5х2 + у2)? = а2(х? - у), 2=0(а>0). 

4018. 2 = ее +4), 2=0, х? + у? = В?. 


4019. 2 = с соз п а 0, ух що ух В, (а> 0, 


с> 0, Оха<В< 29). 
4020.2 = о +у, 2г=х чи. 


Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностя- 
ми (параметры предполагаются положительными): 


х2 2 22 _ 52 2 _ 22 
о 
х?2 2 22 _ 52 2 _ 


2 Ь2 а? 52 а 
52 2\2 2 _ = 
4024. (2; +] +2 -1,2-0 


2 
4025. ( +1 +5 = х-0, у-0, 2-0. 


52 2 22 _ 52 2) _ х2 _ у? 
4026. ЕЕ нь (Е +В] = и. 
4027. 22 = ху, х+у=а х+у=ф (0 <а<6.. 


4028. У, ху = 42, ху = 24°, у=ь, у 2х, 2=0. 


4029. 2 = ху, х = у, м2 = у, бах, =2х,2=0. 


4030. 
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а=свш ИИ, 2=0, ху =а?, у=ах, у = Вх (0 <а<В; х>0). 
а 


4031.2 =х?у?, = 0, хчу=Ьх=О у=0 
2 2 
4032. © иены, (#7 + [И -Ь2=0 
а? 62 с а | 
4033. а) 2 = сагов* ‚ 2—0, Ух? +у? = аагсвЕ (и> 0); 
ба=уе “ ‚ху=а?, ху= 2а', у=т‚у=п,2=0 (0<т<п). 
4034. ++ = Ьх20, у=0, 2=0(>0). 
а” п сп 
4035. (& ++ (2) -ьх=0,у=0,2=0т>0, т>0). 
а |] с 


$ 4. Вычисление площадей поверхностей 


1. Случай явного задания поверхности. Площадь гладкой криволи- 


нейной поверхности 2 = 2(х, и) выражается интегралом 


их ау, 


где @ — проекция данной поверхности на плоскость Охи. 


2. Случай параметрического задания поверхности. Если уравнение 


поверхности задано параметрически: 


х = х(и, ь), у= ии, о), 2=2(и, о), 


где (и, о) Е О, @ — ограниченная замкнутая квадрируемая область и 
функции 
площади поверхности имеем формулу 


х, уи 2 непрерывно дифференцируемы в области ©, то для 


= Г /ЕС - Е? 4и 4ь, 
[9 


=) +) +64). 
о НЫ 


= док, абы ааа. 
дидо дидь дидь 
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4036. Найти площадь части поверхности аг = ху, заключен- 
ной внутри цилиндра д? + у? = а?. 

4037. Найти площадь поверхности тела, ограниченного по- 
верхностями д? + 22 == а7, у? + 27 = а?. 

4038. Найти площадь части сферы х? + у? + 22 = а?, заклю- 


х2 
ченной внутри цилиндра = Е 1 <а). 


4039. Найти площадь части поверхности =? = 2ху, отсекаемой 
плоскостями х+у= 1, х=0, у=0. 

4040. Найти площадь части поверхности х? + у? + 27 = а?, 
расположенной вне цилиндров х* + у? = +ах (задача Вивиани). 


4041. Найти площадь части поверхности 2 = Их? + у? ‚ заклю- 
ченной внутри цилиндра д? + у? = 2х. 

4042. Найти площадь части поверхности г = /х? - у? , заклю- 
ченной внутри цилиндра (х? + у2)? = а?(х? - у?). 


4043. Найти площадь части поверхности 2 = 5 (2 — 92), вы- 


резанной плоскостями х - у= 1, х+у=+1. 
4044. Найти площадь части поверхности х? + у? = 2а2, заклю- 
ченной внутри цилиндра (х? - у?)? = 2а?ху. 
4045. Найти площадь: 
а) части поверхности х? + у? = а?, вырезанной плоскос- 
тями х+2=0, х-2=0(х> 0, и> 0); 


215 


6) части поверхности (х? + у2)? + 2 = 1, отсекаемой 


плоскостью 2 = 0; 


22 


2 
в) части поверхности (= + и = 1, вырезанной 
а 


плоскостями х = 0, у=0из= 0; 


х? 2 .. 
г) части поверхности = — *: = 22, вырезанной поверх- 
а 


2 ыы 
ностью я + = 1 (220); 


д) части поверхности з1ш 2 = зв х ` 3 и, отсекаемой плос- 
костями х=1их=2(у?20). 
4046. Найти поверхность и объем тела, ограниченного по- 


верхностями х? + у? = 22, х+у+== 2а (а> 0). 


4047. Найти площадь части сферы, ограниченной двумя па- 
раллелями и двумя меридианами. 
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4048. Найти площадь части геликоида 

х = гсо5 ф, у = гыш ф, 2 = Рф, где О < г<а, 0 <ф< 21. 
4049. Найти площадь части поверхности тора 

х = (В + а со5 \у) соз ф, у = (В + а соз \у) эт ф, = азшу 


(0 <а< Ь,), ограниченной двумя меридианами ф = ф, ф= фи 
двумя параллелями у = у, у =уу,. 

Чему равна поверхность всего тора? 

4050. Найти телесный угол (>, под которым виден из начала 
координат прямоугольник х =а> 0, 9 <у<Ь, 90% 2<с. 

Вывести приближенную формулу для ©, если а велико. 


$ 5. Приложение двойных интегралов к механике 


1. Центр масс. Если хуи у, — координаты центра масс пластинки ©, 
лежащей в плоскости Оху, ир = р(х, у) — плотность пластинки, то 


1 1 
Е м || рх ах ау, в = м || руах ау, (1) 
[9] [9] 


где М = | р 4х 4у — масса пластинки. 
о 


Если пластинка однородна, то в формулах (1) следует положитьр = 1. 

2. Моменты инерции. /, и р, — моменты инерции пластинки ©, ле- 
жащей в плоскости Оху, относительно координатных осей Ох и Оу — 
выражаются соответственно формулами 


= Г ру? ах ау, Г. = Г рх? ах ау, (2) 
о [) 


где р = р(х, у) — плотность пластинки. 
Рассматривается также центробежный момент инерции 


= Г рхиу ах ау. (3) 
о 


Полагая р = 1 в формулах (2) и (3), получим геометрические момен- 
ты инерции плоской фигуры. 


4051. Найти массу квадратной пластинки со стороной а, если 
поверхностная плотность пластинки в каждой точке пропорцио- 
нальна расстоянию этой точки от одной из вершин квадрата и 
равна ру в центре квадрата. 
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Найти координаты центра масс однородных пластинок, ог- 
раниченных следующими кривыми: 
4052. ау = х?, х+у=2а (а> 0). 
4053. /х + у = а, х=0, у=0. 
2 2 2 
4054. хз + уз = аз (х> 0, у>0). 


3 
4055. Е + и = = (петля). 


4056. (х? + у2)? = 2а?ху (х> 0, у>0). 

4057. г =а (1+ с03 Ф), ф= 0. 

4058. х =а (Е - зп В, и=а (1 - соз В (0<1< 21), у=0. 

4059. Найти координаты центра масс круглой пластинки 
х? И? < а?, если плотность ее в точке М (х, у) пропорциональна 
расстоянию точки М от точки А (а, 0). 

4060. Определить кривую, описываемую центром масс пере- 
менной площади, ограниченной кривыми: 


у= /2рх, у=0, х=Х. 
Найти моменты инерции Г, и Г, относительно осей координат 
Ох и Оу площадей (р = 1), ограниченных следующими кривыми: 


ие 
4061. Е чт + -Ту-0(1>0, 6,>0,1>0). 


4062. (х — а)? + (у-а)? = а?, х=0, у=0(0<х<а). 
4063. г=а (1 + со$ 6). 

4064. х* + и* = а2(х? + у?). 

4065. ху = а?, ху = 2а?, х=2у, 2х =у(х>0, у>0). 
4066.1. Найти полярный момент 


= [+ ахау 
5 


площади 5, ограниченной кривой 
оу) 
2. Найти центробежный момент инерции Г,, однородной фи- 
гуры, ограниченной кривыми 
ау= х?, ах=у? (а>0). 
4067. Доказать формулу 
В=Д +5, 
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где [,, т, — моменты инерции фигуры 5 относительно двух параллель- 


ных осей [и |, из которых [ проходит через центр масс фигуры, а 4 — 
расстояние между этими осями. 

4068. Доказать, что момент инерции плоской области 5 от- 
носительно прямой, проходящей через центр масс О (0, 0) и со- 
ставляющей угол © с осью Ох, равен 


УТ = 1,03? © — 21.) зп © с08 © + 1, 1? а, 


где Г, и Г, — моменты инерции области 5 относительно осей Ох 
и Оу, а Г,, — центробежный момент: 


т | рху ах ау. 
5 


4069. Найти момент инерции правильного треугольника со 
стороной а относительно прямой, проходящей через центр масс 
треугольника и составляющей угол © с его высотой. 

4070. Определить силу давления воды на боковую стенку х? 0 
цилиндрического сосуда х? + у? = а?, 2 = 0, если уровень воды в нем 
2=Й. 

4071. Шар радиуса а погружен в жидкость постоянной плот- 
ности 6 на глубину А (считая от центра шара), где А 2 а. Найти 
силу давления жидкости на верхнюю и нижнюю части шаровой 
поверхности. 

4072. Прямой круговой цилиндр, радиус основания которого 
равен а, а высота 6, целиком погружен в жидкость плотности 6 
так, что центр его находится на глубине й под поверхностью воды, 
а ось цилиндра составляет угол © с вертикалью. Определить силу 
давления жидкости на нижнее и верхнее основания цилиндра. 

4073. Определить силу притяжения однородным цилиндром 
х? + у? <а?, 0<2< р, материальной точки Р (0, 0, 6), если масса 
цилиндра равна М, а масса точки равна т. 

4074. Распределение давления тела на площадку смятия 

и 

а? 6? 
С х2 2 
дается формулой р = во т- а 1. Определить среднее дав- 
ление тела на эту площадку. 

4075. Луг, имеющий форму прямоугольника со сторонами 
аи, равномерно покрыт скошенной травой с погонной плотно- 
стью, равной р. Какую минимальную работу надо затратить, что- 
бы собрать все сено в центре луга, если работа по транспортиров- 
ке груза массой М на расстояние г равна ЁМГ (0 < # < 1). 
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$ 6. Тройные интегралы 


1. Непосредственное вычисление тройного интеграла. Если функ- 
ция [(х, у, г) непрерывна, а область И ограничена и определяется сле- 
дующими неравенствами: 


ххх, ух) << ух), 2х, у) < 25 ах, У), 


где и1(х), у2(х), г(х, и), г2(х, у) — непрерывные функции, то тройной 
интеграл от функции /{(х, у, 2), распространенный на область И, может 
быть вычислен по формуле 


х2 у2(х) х2(х, у) 
Ш Их, у, 2) ах ау аз = [4 | ау | (х, у, 2) аг. 
о и м 


Иногда удобно также применять формулу 


И] Кх, у, 2) ах ау аг = | в | Их, у, 2) ау аг, 


где 5(х) — сечение области И плоскостью х = сопз$. 

2. Замена переменных в тройном интеграле. Если ограниченная 
кубируемая замкнутая область И пространства Оху2 взаимно однознач- 
но отображается на область И” пространства О’цои с помощью непрерыв- 
но дифференцируемых функций 

х=х(и, о, и), у= ии, и, и), 2 =2(и, о, и), 
причем 


а 2 0 при (и, в, №) ЕТ’, 
О(и, о, ш 


то справедлива формула 


ИГ у, 2) ах ау аг = 


= А Их(и, о, и), у(и, в, №), г(и, о, в) | аи до аш. 
у 


Как частные случаи, имеем: 
1) цилиндрическую систему координат ф, г, В, где 


х=гс0$ ф, у = гзшф, 2=Й, 


Б(х, и, 2) _ 
Б(г,ф, п) 
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2) сферическую систему координат ф, \, г, где 


х = гс08 ф с08 у, у = кэш ф 0$, 2 = гэтлу, 


О(х, у, 2) 


= 72 соз цу. 
РФ, +) ь 


Вычислить следующие тройные интегралы: 


4076. Ш ху? 23 ах ау аг, где область У ограничена поверхно- 


стями = ху, у=х, х=Т 8 =О0. 
__ахауаг _ 
4077. ‚ где область У ограничена поверхно- 
нЕт +х+у+2)3 


С 1, х=0, у=0, 2=0. 
4078. [ее ах ау а2, где область У ограничена поверхно- 


стями д? у = х=О0, у=0, 2=0. 
4079. ИЕ + г + =; ах ау а2г, где область У ограничена 
а [4 
У 


поверхностью 


4080. ПИ (/х?+ у? ах ау 42, где область У ограничена по- 
у 


верхностями * 
ху = 2, 2=1. 


Различными способами расставить пределы в следующих 
тройных интегралах: 


1 1-х х+у 


4081. [4х | у | Их, у, 2) аг. 
0 0 0 


1-х2 


1 1 
4082. | ах | ау | Иж, у, 2) 42. 


х2 


1 1 +у 
4088. | 4х | ау | Иж, у, 2) ал. 
0 0 0 
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Заменить тройные интегралы однократными: 
х+у 


4084. «| а] КО аё. 4085. -: ау | /(2) аг. 


4086. Найти 
В 


А с 
| ах | ау | 1(х, у, 2) аг, 


ь 


если {(х, у, 2) = Ели: (Хх, у, 2) иа, Б, с, А, В, С — постоянные. 


Переходя к сферическим координатам, вычислить интегралы: 
4087. пи /х2 + у? + 22 ах ау а2, где область У ограничена по- 
У 


верхностью х? + у? +22 =2. 
1 д  В- 
4088. | ах | ау | 22 аг. 
ОИ = 
4089. Перейти к сферическим координатам в интеграле 


ия 6 


где область У ограничена поверхностями 2 = х? + у, х=у, х=Т, 
у=0, 2=0. 

4090. Произведя соответствующую замену переменных, вы- 
числить тройной интеграл 


х? у? 22 
где ИУ — внутренность эллипсоида и р м 1 
а с 


4091. Перейдя к цилиндрическим координатам, вычислить 


интеграл 
ПИ (<? + у?) ах ау а2г, 
у 


где область У ограничена поверхностями х? + у? = 22, 2=2. 
4092. Вычислить интеграл 


ИИ х? 4х ау аг, 
У 


где область У ограничена поверхностями 2 = ау?, 2= 5, у> 0 
(0 <а< 6), 2 = ах, 2 = Вх (0 <а < В}, 2=й (В >О0). 


$6. Тройные интегралы 397 


4093. Найти интеграл [ ху ах ау 42, где область У распо- 
у 


ложена в октанте х > 0, у > 0, 2 > 0 и ограничена поверхностями: 
х?+ у? — 2+ у? де др г. 
в Но РУ, ху = а*, ху =, у-= ах, у = Вх 


(0 <а<6; 0<а<вВ; 0<т<п.). 
4094. Найти среднее значение функции 
Их, у, 2) = + у + 22 


в области х? + у +2 <х+уф2. 
4095. Найти среднее значение функции 


Ее 
Е(х, у, =) = е а? 62 с? 


х? И боя 
в области ЕЕ + р + ие №: 


4096. Пользуясь теоремой о среднем, оценить интеграл 
Е ПИ 4хдуа2 
^(х-а)?+(и-6)2+(2-с)? 


ху? +22 < В? 


где а? + Ь? + с? > В?. 
4097. Доказать, что если функция К(х, у, г) непрерывна в об- 
ласти Уи 


Пре у, 2) ах ауа2=0 


для любой области ® СУ, то [(х, у, 2) = О при (х, у, 2) Е\. 
4098. Найти Е”(®), если: 


а) Е(В = ИИ Их? + и? + 22) ах ау а, 
Хуа < 
где } — дифференцируемая функция; 
6) Е(® = | | | Кхуг) ах ау аг, 


х 
у 
2 


©>®> 
ЛлАЛ 
ААА 
--- 


где } — дифференцируемая функция. 
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4099. Найти 


хту"гР 4х ау аз, 
ду +2? < 1 
где т, пир — целые неотрицательные числа. 


4100. Вычислить интеграл Дирихле 


ПИ хРу72' (1 - х-у- 2} ах ау а2, 
у 


(р>0,9>0,г> 0, 3> 0), 


где область У ограничена плоскостями х +у+2=1, х=0, у=0, 
= = 0, полагая 


хту+а=Ё уфта=Ё\, 2 = 16. 


$ 7. Вычисление объемов 
с помощью троиных интегралов 


Объем области У выражается формулой 
а ПИ Нар: 
у 


Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями: 
4101. 2= х? + у, 2= 2х2 + 22, у=х, у= хе. 
4102. 2 =х+у, = ху, хфу=Т х=0, у= 0. 

4103. х2 + 22 = а?, хфу= +а, х-у= 4а. 

4104. а2 = х? + у, 2= /х?+у? (а> 0). 

4105. аг = а? - х? - у, 2=а-х-у, х=0, у=0, 2=0(а>0). 
4106. 2 =6 - х* — у’, 2= Их2чу?. 


Переходя к сферическим или цилиндрическим координатам, 
вычислить объемы, ограниченные поверхностями: 

4107. х? + у? + 2? = 2а2, х? + у? < 22. 

4108. (х2 + у? + 22)? = а2(х2 + у? - 27). 

4109. (х? + у? + 22) = Зхуг. 

4110. х? + у + 2 = а, аа, ху = 27 (220) 
(О<а<в. 
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В следующих примерах удобно пользоваться обобщенными сфери- 
ческими координатами: 


пфиу (+20; 0 << 21; 2 <у< 1), 


вводя их по формулам 
х = аг с05" ф со8В у, 
у = в" пб ф созВ у, 
2 = сг эп у 
(а, Б, с, о, В — постоянные), 


Вх, у.2) оВабс!? соз® 1 ф эй 7 ф с0328 Ту зшй цу. 
Би, Ф, у) 


Вычислить объемы тел, ограниченных следующими поверх- 
ностями: 


х? у? =). .х 
[С +’+2| =&, 
ве = 62 с? р 
х? 2 22\? _ 2 2 
4112. а) [5 м +5) = г. 


2 2 2 2 2 
4113. чи чи Е 
а? 6? с? а? 62 [4 


| 


4114. А]. 


4115. (5 +8) и 
а 


с4 
Пользуясь подходящей заменой переменных, вычислить 


объемы тел, ограниченных поверхностями (параметры предпо- 
лагаются положительными): 


416. а) (Е +1 + =) й 


Е + 
а 


6) ( у 
ь 
4 
4117. 8) (Е + +2) = 22 (х>0,у>0, 220); 
(Е +} 


э 18 
+ 
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4118. 8) Е + В+ 2-14 >20, у20, 220}; 


ба + =1=20, 20,220) 


2 2 2 
в (+ (+ 
а | с 
4119. 2 = х? + у, 2 = 2(х? + у?), ху = а*, ху = 2а?, х = 2, 
2х=у(х > 0, у>0). 
4120. х? + 22 = а2, х? + 22 = 62, 2-22 =0(х>0). 


2 2 253 — _@8 47 
4121. (х -у + 2“) > жачуа" 


х2 у2 22 
4122. (22 + 27. 
“Ка? 62 с2 Гр р у 
Хи 
4123. —4 й - 2 агова (& +И +2), чу т, хо, ха 
хи,2 т аь с’а в 
авс 
ху, 2 
4124. ИЕ СШ хыО 2=0 И+2 50, 
а Г с хуи ь с 
а 6 
Нео ор 
а ь |4 


4125. В каком отношении объем шара х? + у? + 2? < 4а2 делит 
поверхность х2 + у? + аг2 = 4а?? 

4126. Найти объем и поверхность тела, ограниченного по- 
верхностями х? + у? =а2, 2= 2а- /х?+у? (а> 0). 

4127. Найти объем параллелепипеда, ограниченного плос- 
костями 


ах +6у + с,2 = В 1=1,2, 3), 
если 
а 6, с, 
ду а2 62 со = 0. 


аз 6з сз 
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4128. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 
(ах Е Ыи + с12) + (арх + Бу + с»2)? + (азх + Взу + сз = 
если 


а: с: 
А — а ь. со я 0. 


аз Бз сз 


4129. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 


(5 | 1: п = (=. + =) (п>1. 


а? Ь2 с2т йа? Ь2 


4130. Найти объем тела, расположенного в положительном 
октанте пространства Охуг (х 20, у20, 220) и ограниченного 
поверхностями: 


т =1(т> 0, п> 0, р> 0), х=0, у=0,2=0. 


$ 8. Приложения тройных интегралов к механике 


1. Масса тела. Если тело занимает объем Уир=р (>, ц, 2) — плот- 
ность его в точке (х, и, 2), то масса тела равна 


Не (1) 


2. Центр масс тела. Координаты центра масс (хо, уз, 2.) тела вы- 
числяются по формулам 


ж= | | | х = ду 4; 
у 


1 
и = м||| ру ах ау 42; (2) 
у 


2 = м||| ре ах хи а2. 
у 


Если тело однородно, то в формулах (1) и (2) можно положить р = 1. 
3. Моменты инерции. Моментами инерции тела относительно 
координатных плоскостей называются соответственно интегралы 


Е И 02? 4х ху аз, Г, 11 рх? ах ау а2, 
м] ру? ах ау аг. 
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Моментом инерции тела относительно некоторой оси [ называ- 
ется интеграл 
Т, =! рг? ах 4у а2, 
р 


где г — расстояние переменной точки тела (х, у, 2) от оси {. В частности 
для о - осей Ох, Оуи Ог соответственно имеем: 


+= +1, 


ху х2’ “у ух уг’ 


Моментом инерции тела относительно начала координат назы- 
вается интеграл 


6 = ПИ р(х? + у? + 22) 4х ау а2. 
у 


Очевидно, имеем 
а, + Г, 


4. Потенциал поля тяготения. Ньютоновым потенциалом тела в 
точке Р (х, цу, 2} называется интеграл 


щыуьз) = [|| от, оЧлч, 
У 


где Г — объем тела, р = р(6, п, 0) — плотность тела, и 


г= Ех) + (три + (6-2) 


Материальная точка массы 7 притягивается телом с силой, проек- 
ции которой Х, У, # на оси координат Ох, Оу, Ог соответственно равны: 


р ве ео аё ап аб, 
у «| р 4Е ап ас, 
у 


2-60 =6[ | [29 а ат аб, 
у 


где а — гравитационная постоянная. 


4131. Найти массу тела, занимающего единичный объем 
0%3х<1,0<у<1,0<25< 1, если плотность тела в точке М (х, у, г) 
дается формулой р=х фи+ 2. 

4132. Найти массу тела, заполняющего бесконечную об- 
ласть х? + у? +2? > 1, если плотность тела меняется по закону 


р = рье-*+ =? +12 +2? , где р > ОбиЁ> 0 постоянны. 
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Найти координаты центра масс однородных тел, ограничен- 
ных поверхностями: 


4133. ИР рее, 


а? Ь? с? 
4134. 2 = х? + у?, хчу=а, х=0, у=0,2=0. 
4135. х? = Эра, у = 2рх,х-Ь,2=0. 


4136. © И = х=0,у=0,2=0. 
4137. х? + 22 = ай, У + 27 = а? (220). 
4138. х? + у? = 22, хфу= 
р р 2 
4139. [© + + =) = 512 (х>0,и20,220,а>0,6-> 0, 


с>0). 


4140. 2 = м? + у, = 2 (2+ у), хту=+1, х-у=+1. 


4141. =. + +5 = х=0,у=0,2=0 (п>0,х>20,у20,220). 
4142. Определить координаты центра масс тела, имеющего 
форму куба: 
0%<х<1, 0<иу<1, 9 <2<1, 


если плотность тела в точке (х, у, 2) равна 


где0<о<1,0<В<1,0<у<1. 


Определить моменты инерции относительно координатных 
плоскостей однородных тел, ограниченных следующими поверх- 
ностями (параметры положительные): 


4143. Х + = х=0, у=0,2=0. 
а ь с 


АА Е 
а 
4145. Пи, 2-е. 


р 2 2 2 2 
4146. а) ГЕИ =Х, 
С а 
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4147. 2) (© и +5] 5-8 


НЫ 
а? Ь? 62 


5 (=) + (#)° + (5* =1, х=0, у=0, 2=0 (п>0; 
х 


Определить моменты инерции относительно оси Ог однород- 
ных тел, ограниченных поверхностями: 


4148. 2 = х? + у, х+уи=+1 х-у=+12=0. 
4149. а) х? + у? +22 =2, ху? = 22 (2> 0); 

6) (2 + и? + 22) = аб. 
4150. Найти момент инерции неоднородного шара 


пена < № 


массы М относительно его диаметра, если плотность шара в те- 
кущей точке Р(х, у, 2} пропорциональна расстоянию этой точки 
от центра тара. 

4151. Доказать равенство 


ГЕП + МР, 
о 


где Г, — момент инерции тела относительно некоторой оси [, 

Г — момент инерции относительно оси [), параллельной [ и про- 
8 

ходящей через центр масс тела, 4 — расстояние между осями и 

М — масса тела. 

4152. Доказать, что момент инерции тела, занимающего 
объем ГИ, относительно оси [, проходящей через его центр масс 
О (0, 0, 0) и образующей углы а, В, у с осями координат, равен: 

Ее 2 2 к 
Г, = Г, 08° © + Г, с08" В + Г, со" у 
— 2К у 08 0, с0$ В - 2К,,, с0$ 0. с0$ у — 2К,, с0$ В с0$ у, 


где Г, Т, [, — моменты инерции тела относительно осей коор- 
динат и 


К = ПИ рху ах ау 42, К. = ПТ рхг 4х ау а2, 
у у 
К: [1 риг ах ау а 
у 


— центробежные моменты. 
2 


4153. Найти момент инерции однородного цилиндра х? + у? < а?, 
2 = Ей, плотности ру относительно прямой х = у = 2. 
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4154. Найти момент инерции относительно начала коорди- 
нат однородного тела плотности ру, ограниченного поверхностью 


(хе + у? + 22)? = а (х? + у'). 
4155. Найти ньютонов потенциал в точке Р(х, у, 2) однород- 
ного шара &? + 1? + {2 < А? плотности ру. 
Указание. Положить, что ось Об проходит через точку Р(х, у, 2). 
4156. Найти ньютонов потенциал в точке Р(х, у, 2) сфериче- 


ского слоя В < 2+1? +@ < В, если плотность р = КВ), где 


{ — известная функция и В = -/&2+12+ 02. 

4157. Найти ньютонов потенциал в точке Р(0, 0, 2) цилиндра 
Е +1? < а?, 0 << п, постоянной плотности ро. 

4158. С какой силой притягивает однородный шар 


Ни + 2 < 8? 


массы М материальную точку Р(О, 0, а) массы т? 
4159. Найти силу притяжения однородным цилиндром 


22 +12 < а, О<С<А 


плотности р. точки Р(0, 0, 2) единичной массы. 

4160. Найти силу притяжения однородным шаровым секто- 
ром плотности р, материальной точки единичной массы, поме- 
щенной в его веригине, если радиус шаровой поверхности равен 
В, а угол осевого сечения сектора равен 204. 


$ 9. Несобственные двойные и тройные интегралы 


1. Случай бесконечной области. Если двумерная область © не огра- 
ничена и функция [(х, у) непрерывна на ©, то по определению полагают: 


[| соч ч- а | [№ даа, ) 
о о 


где ОФ, — любая последовательность ограниченных замкнутых квадри- 
руемых областей, исчерпывающая область ©. Если предел в правой час- 
ти существует и не зависит от выбора последовательности @„, то соот- 
ветствующий интеграл называется сходящимся; в противном случае — 
расходящимся. 

Аналогично определяется несобственный тройной интеграл от не- 
прерывной функции, распространенный на неограниченную трехмер- 
ную область. 
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2. Случай разрывиой функции. Если функция Кх, и) непрерывна в 
ограниченной и замкнутой области © всюду, за исключением точки Р(а, 65), 
то полагают: 


| Горечь Ва, |] Их, 5) ах ау, (2) 
в-и 
где 0, есть область диаметра &, аа точку Р, и в случае сущест- 
вования предела рассматриваемый интеграл называют сходящимся; в 
противном случае — расходящимся. 
Предполагая, что вблизи точки Р(а, Ь) имеет место равенство 


Их, у) = и 


’ 


где абсолютная величина функции $9(х, у) заключена между двумя ло- 


ложительными числами ти Миг= /(х-а)*+(у-5)?, получим, что 
1) при а < 2 интеграл (2) сходится; 2) при © 2 2 — расходится. 
Аналогично определяется несобственный интеграл (2), если функ- 
ция [(х, у) имеет линию разрыва. 
Понятие несобственного интеграла от разрывной функции легко пе- 
реносится на случай тройных интегралов. 


Исследовать на сходимость несобственные интегралы с бес- 
конечной областью о (О<т<|(х, у < М): 


4161. Л 2 Е ахау. 


х? +92 
+00 {оо 


__ Чаи ___ 
4162. 
| а (ВР) + 9) 


—60 -—<о 


4163. | | — 99) ах ау. 


(1+2 + уг)? 


9<у<1 
4164. 44 (0-0 0>0). 
| нее Ф>0.1>0 
+ >1 
4165. | | ТИ 1, у. 
(х+у)е 
х+у21 


4166. Доказать, что если непрерывная функция [(х, у) неот- 
рицательна и 5, (п= 1,2, ...) — какая-нибудь последователь- 
ность ограниченных и замкнутых областей, исчерпывающая 0б- 
ласть 5, то 


| [ Их, у) 4х ау = Пт, [ | аа 


где левая часть имеет смысл одновременнос правой или неимеетего. 
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4167. Показать, что 


Шт Г эт (х2 + у?) ах ау= т, 


| <п 
Н/ <" 


тогда как 


[т Г эт (х? + у?) ах ау=0 
по 


х?+у2 <2пл 


(п — натуральное число). 
4168. Показать, что интеграл 


х? — у? 
Г] (х2+ у2)? бой 


х21у21 


расходится, хотя повторные А 


у? 
к} ео а “Е [2 Я 
1 1 
сходятся. 


Вычислить о {параметры положительны): 


407 


4169. ее 4170. Г Чхау , 
Ру? ° (ур 
хуи21 х+у21 
х21 03х<1 
_ахау_ 
ат. || ще. не 4172. вену с. 
2+2 <1 2+у2>1 
4173. 1 : 4174. || | е-#+пах ау. 
—. 
у2х2 +1 Озх<у 


Переходя к полярным координатам, вычислить интегралы: 


+00 +09 


4175. | | е- 2+4?) 4х ау. 


+00 +00 


4176. | | 6-2 +97) сов (х? + у?) ах ау. 


{са +о9 
4171. | | 6-2 +42) ва (х2 + у?) ах ау. 


—© -00 
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Вычислить интегралы: 


+9 +00 
4178. | | вах + ху су + 24+ 26+ 1х у, гдеа < 0, ас -В2>0. 


00 —<0 


И 
4179. е (я ых ау. 


а ги, 
4180. | [а "ав" Я пах ау (©<В< 1). 


Исследовать на сходимость несобственные о“ интегра- 
лы от разрывных функций (0 < т < |9(х, у)| < 


4181. || ди, где область @ определяется условиями: 
у 


Ими < 1. 


4182. Г — 261) ах ау. 
(и +хучу р 


2242 <1 
аха 
4183. Г 44 (00-0). 
Ри (р а> 09) 
+ 


аа 
4184. | | (У) дх ду. 
1) [х- и 


Хх, 
4185. | | о ах у. 


212 <1 


4186. Доказать, что если: 1) функция $(х, у) непрерывна в 
ограниченной области а< х< А, 6 < ух В; 2) функция Кх) не- 
прерывна на сегменте а < х< Аи3)р < 1, то интеграл 
А 
| ах| 965) ау 
, Их) у 


== 


сходится. 
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Вычислить а интегралы: 


4187. И ах ау. 
ЕТ 


х2+у2<1 


4188. | а > 0). 
Ге то 


4189. | 11 э11(х - и) ах ау, 
о 


где область © ограничена прямыми у == 0, у=х, х=л. 


4190. | _Чхау_ 
Ду. 


ху <х 


Исследовать на сходимость следующие тройные интегралы: 


Фи, 2) < < 
4191. | СН) фх ау 42, де <т < |ббььу, < М. 
2+2 +2221 


4192. т 2) ах ду аг, где0 <т< ф(х,у,2<М. 
сена + 21 
х? + у2+22 


4193. ПГ 24 — (> 0, 9>0,г>0). 
Е 
+ +1221 


аа 


т. где0 < т < Их, и, < М, 
и - Ф(х) р + [2- ух) 
а Ф(х) и а — непрерывные функции на сегменте [0, а]. 


4195. Е _ахдуа2_ 
[х+у- 2 


М <: 


Вычислить интегралы: 


тат 
4196. вии 4197. | —@хду42 _. 
ХРУЧ2т (х2+ у2+ Е 

ооо 


+1242 >21 
ахаца2 
4198. | а. 
+2422 <1 


+00 +00 с 


4199. | | | 6-2 + +22) 0х ду аг. 


—со 0 -< 
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4200. Вычислить интеграл 


400 +0 +0 


| | |Обвых ах. ах, 
—оо 
3 


-со -са 
3 
где Р(ху, хо, хз) = У. уз азхх, (а; = а;) — положительно опре- 
131 1=1 
деленная квадратичная форма. 


$ 10. Многократные интегралы 


1. Непосредственное вычисление кратного интеграла. Если функ- 
ция (ху, Хо, ..., х,} непрерывна в ограниченной области 9, определяемой 
неравенствами 

х1 < Х1 < Хх , 


2 (51) < х›< хз (ху, 


где х!, х’ — постоянные числа, хь(х,), хо (№1), 445 0 (М, Хр, +. Хао 
хи (х, хо, .... Х,-,) — непрерывные функции, то соответствующий мно- 
гократный интеграл может быть вычислен по формуле 


[| Их, х., ..., Х,) 4х, ах. ... ах, = 
Я 


ху хо (х1) (рн р) 
= | ах! | 4х. ... | Их, х,, ..., №) Чх,. 
Хх 2. (х1) (Хау) 


2. Замена переменных в кратном интеграле. Если: 1) функция 
(>, хо, .... Х,) равномерно непрерывна в ограниченной измеримой об- 
ласти ©; 2) непрерывно дифференцируемые функции 

х,= ФИ» 5, 79 Е, ( > 1, 2, 5.» п) 
осуществляют взаимно однозначное отображение области © простран- 
ства Ох!х. ... х, на ограниченную область ©’ пространства О’В16»...&, и 
3) якобиан 
в Б(х,, Хо, В х,) = 0 


Б(&, 2», #2565 Е.) 


в области ©”, то справедлива формула 


ПТ х., -.., Х,) ах, 4хо... ах, = 
о 


ыы | |: | Пт» о» +. Фа) 4, ЧЕ... ЧЕ. 
ы 


Т 
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В частности, при переходе к полярным координатам (г, Фу, Фо, ..., Фи 1) 
по формулам 
х, = гс03 Ф\, 
хо = гэт ©, со$ фо, 
Хи = ГЯП Ф, Эт Фо ... МП Ф-2 608 Фф, _ 1, 
хх. = гы 91 Эт Фо... Эт Фо Ф-ьь 
имеем 
В(хь хх) п ‹ 
т = мот "2 ф т 
Вх, Фь ... Фит) 


4201. Пусть К(х, у) — непрерывная функция вобласти Н(а < х<б; 
азу<Би 
у 
ь 


Доказать, что 


п-3 : 
2... ЯП Фи. 


К» (х, у) = К (хх В)К (Е, Ь)... Ка, уанаь ... 4. 


—< 
< 


Ь 
К зина(, у) = | К, (х, Ки (в, 9) 46. 


4202. Пусть {= Их, х., ..., х„) — непрерывная функция в об- 
ласти 0% х,<х(1=1, 2, ..., п). Доказать равенство 


х Хх} Х_1 х х х 
[аа [ а» | гах, = [ ах, | ах, _1 [тах (п>2 2) 
9 0 о хп х2 


4203. Доказать, что 


{ м 1 : 


| ан | О | ДЫКЬ) ... ан) ан, = 1 | Ко ат |, 
0 0 0 0 


где } — непрерывная функция. 


Вычислить следующие многократные интегралы: 


11 1 
4204. а ||... ++... 1х2) ах, ах, ... ах 
0 


0 

фе 3 

| | (+. +... +х,)2 ах! 4хо ... Аха. 
0 0 
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4205.1, = Г.Г 4х, 4х, ... 4х,. 


х120.х.20,....х„20, 
< 
Ху+хо +... +, За 


т 1 


1 
4206. [ах | Ах. ... | хо... х,ахи. 
о о о 


4207. П.-| рые ам 


Хх, 20.х,>20.....х.20 


р 
Хх +...+х, 51 


4208. Найти объем п-мерного параллелепипеда, ограничен- 
ного плоскостями 
ах! арх. +... фах, = 4, @=1,4, ..., п), 
если А = |а,| #0. 
4209. Пайти объем п-мерной пирамиды 
х х, х 
Е ааа 
а: а а» 


(а>0,1=1,2, ..., п). 


<1х>0 @(=12..., п) 


4210. Найти объем п-мерного конуса, ограниченного поверх- 
ностями 


х? х? х2 х? 

1 2 п-т — п = 
и В 29-  ЧЕ 
а, [1 Я п-1 ал 


4211. Найти объем л-мерного шара 


2 2 р 
ж+х, +... + х2 < аг. 


п 


4212. Найти | ь | х? ах, ах. ... ах, где область © опреде- 
о 


ляется неравенствами 


хе . м < ай, 2 <, <. 


4213. Вычислить 


Г | ах, ах...ах, 
... о 
м р о 


Ху хоч... +, ЗЕ 
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4214. Доказать равенство 
х *1 Ха -1 


|8 | деда. [ побери в. 


4215. Доказать равенство 


х ы в 


[® ах [м ах. ... в ах а= 
о 


о. 


— и?)" Ки) ди. 
вес п! 


4216. —. формулу Дирихле 


17 1. ° р а" ет де ах! ах»... ах, = 


Яр х2.. 
х1+х.+ х,< 


_ _Г(РУГ({ф»)...ГФи) 


оне > 0). 
Сы 


4217. Доказать формулу Лаувилля 


21-1 22-1 Р,-1 
| е хх 0х) ах ах»... ах, = 


1-2. 
1 +х2+ 


= ЦРОГФ»... ты {шир *Ра+--+Р,-1 
= ПРОГ). Г») ии ди р О „> 0), 
ЕЕ ООО (рь р»... ры 7 0) 


где (и) — непрерывная функция. 
Указание. Применить метод математической индукции. 


4218. Привести к однократному интегралу п-кратный интег- 
рал (п2 2) 


И [аня ж+ж +. +, ) ах, ах, .. . ах», 


распространенный по области х? + х? ВЕРНЕЕ х2 < В, где Ки) — 
непрерывная функция. 
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4219. Вычислить потенциал на себя однородного шара ра- 
диуса В и плотности ру, т.е. найти интеграл 


® ЛИН 4х НИНЕ чаду за 


х2 на 2 < в? 


ана < 2 


где и, 2 = „/(х,- 42)? + (У: - 2)? + (21 -22)?. 
4220. Вычислить л-кратный интеграл 


420 +00 +06 "| уз архх,+2 Бух, +с 

Ь]=1 1=1 
| | та [ е ах, ах, ... ахи, 
—_о -0о -©< 


если У. азхих, (а, = а’) — положительно определенная квадра- 
1] =1 
тичная форма. 


$ 11. Криволинейные интегралы 


1. Криволинейный интеграл 1-го рода. Если /(х, у, 2) — функция, 
определенная и непрерывная в точках гладкой кривой С 


х = (8), у= у(®, 2 = 21), (4 $1<Т) (1) 


и 45 — дифференциал дуги, то 


т 
[е.ьдф- | о, 59, ое. 
С 1 


Особенность этого интеграла состоит в том, что он не зависит от направ- 
ления кривой С. 

2. Механические приложения криволинейного интеграла 1-го ро- 
да. Если р = р(х, и, 2) — линейная плотность в текущей точке (х, у, 2) 
кривой С, то масса кривой С равна 


м- [№524 


Координаты центра масс (ху, уу, 20) этой кривой выражаются фор- 
мулами 


1 1 1 
ку | обои, д д [ уббьу дав, д [ 206.948 
[6 С 
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3. Криволинейный интеграл 2-го рода. Если функции Р = Р(х, у, 2), 
@ = 9(х, у, 2), В = В(х, у, г) непрерывны в точках кривой (1), пробегае- 
мой в направлении возрастания параметра &, то 

[ Ро р дача, ду + вы, у, аз 

С 


Т 
= | {Р(х@), и, г уж) + 90), у@), гау’@) + (2) 
ИО 


+ Вх), у@), г) г’ @)} а. 


При изменении направления обхода кривой С этот интеграл изменяет 
свой знак на обратный, Механический интеграл (2) представляет собой 
работу переменной силы {Р, ©, В}, точка приложения которой описы- 
вает кривую С. 

4. Случай полного дифференциала. Если 


Р(х, у, 2) ах - &(х, у, 2) ау + К(х, у, 2) а2 = аи, 


где и = вх, у, г) — однозначная функция в области У, то независимо от 
вида кривой С, целиком расположенной в области У, имеем 


| Рах + 9 4у+ Ва: = и(х», у», 22) — их, ил, 21), 
С 


где (х!, и, 2,) — начальная и (хо, у», 22) — конечная точки пути. В про- 
стейшем случае, если область И односвязна и функции Р, © и В обладают 
непрерывными частными производными первого порядка, для этого не- 
обходимо и достаточно, чтобы в области У были тождественно выпол- 
нены следующие условия: 


в 20 90 _08 ОВ _ ЭР 


ду 0х’ 02 ду’ 0х 92° 


Тогда, в простейшем случае стандартной параллелопидальной об- 
ласти У, функцию и можно найти по формуле 


а у 2 
инь, = [| Роуз дат + [| Фу у + [| Вбы ць Чао, 
хо Ус 20 


где (хо, Уо, 20) — некоторая фиксированная точка области У и с — про- 
извольная постоянная. 


Вычислить следующие криволинейные интегралы 1-го рода: 


4221. | (х + и) 43, где С — контур треугольника с вершинами 
С 


О (0,0), А (1, 0) иВ (0, 1). 
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4222. | у? аз, где С — арка циклоиды 
Е а (1-й, у=а(1-соз К (0<1< 29). 
4223. | (х? + у?) аз, где С — кривая 
а оао рово (О<т< 27). 


4224. | ху 43, где С — дуга гиперболы 


С 
х=асьь у=азрЕ (09%Е<,). 


« @4 22 
4225. | (= + 53 ) 43, где С — дуга астроиды х3 + у3 =а 


2 
3 . 
4226. | е\=? +? 43, где С — выпуклый контур, ограниченный 
С 
кривыми г=а, ф=0, ф= а (гиф — полярные координаты). 


4227. | И аз, где С — дуга лемнискаты 
[9 
(+ у)? = ай(х? — у?). 


4228. | х 43, гдеС — часть логарифмической спирали г =ае® 


с 
(> 0}, находящаяся внутри круга г < а. 


4229. | ^/х? + у? 4, где С — окружность х? + у? = ах. 
с 


4230. | г. ‚ где С — цепная линия у=ась = . 
С 


Найти длины дуг пространственных кривых (параметры по- 
ложительны): 

4231. ЗЬИ=ЗЙ, 2=28, отО (0, 0, 0) доА (3, 3, 2). 

4232. х=е'с05  у=е' эп а=е\, при 0 << +09. 


— 1 х = а ах 
4233. у =а агся1т т 11. сх 07 О (0, 0, О) до А (ху, ус, 20). 


4234. (х — и = а(х чи 2-иш= а от О (0,0, 0) до 
А (%%, Ус» 20). 
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4235. х? + у? = са, Е — 1? от О (0, 0, 0) до А (ху, уз» 20). 
4236. х? + у? + 22 = а?, „/|х2+у2 сВ (ато 8 =а от точки 
А (а, 0, 0) до точки В (х, у, 2). 


Вычислить криволинейные интегралы 1-го рода, взятые 
вдоль пространственных кривых: 


4237. | (х2 + у? + 22) 43, где С — часть винтовой линии 
С 
х = а сор у=азтьЬа=ыЫ (0<:< 2т). 


4238. | х? 4з, где С — окружность 


3 


ду + 22 = а, х+у+2=0. 


4239. | 2 а3, где С — коническая винтовая линия 
Г 


= 1 с05 ужа Ба2=Е(0<Е< В). 


4240. | 2 4, где С — дуга кривой х? + у? = 22, у? = ах отточки 
С 


О (0, 0, 0) до точки А (а, а, 2 ). 


4241. 1. Найти массу кривой х = а со5 Ё, у=ь зп 1(а2Ь> 0; 
О < {< 27), если линейная плотность ее в точке (х, у) равна ||. 
2. Найти массу дуги параболы 


у? = 2рх (9<=<8), 


если линейная плотность параболы в текущей точке М(х, и) рав- 
на |. 
3. Найти массу дуги кривой х =ар и= р Ё, 2= : В (0 <<, 


В 2 
плотность которои меняется по закону р = = . 
а 


4242. Вычислить координаты центра масс дуги однородной 


кривой и=а свт от точки А (0, а) до точки В (Ь, В). 
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4243. Определить центр масс дуги циклоиды 
х =а (Е - зп №, у=а (1- соз В (О<Е<л). 


4244. 1. Найти статические моменты 


5$, = [54% 5, = [у4 
С С 
дуги С астроиды 
2 2 


2 
х8 + уз = аз 


(20, у>0) 


относительно осей координат. 
2. Найти момент инерции окружности 


ху? = а? 


относительно ее диаметра. 
3. Найти полярные моменты инерции 


п [+0 
[® 


относительно точки О (0, 0) следующих линий: а) контура С 
квадрата тах {|х|, ||} = а; 6) контура С правильного треугольника 
с вершинами в полярных координатах 


Р(а, 0), 9 (а, 8"), н(а, *. 
3 3 
4. Найти средний полярный радиус астроиды 
2 2 2 
х3 + уз = а, 
т. е. число го (о > 0), определяемое формулой 


2 
Б=зю, 


где Г. — полярный момент инерции астроиды, относительно на- 
чала координат (см. 4244.3) и $ — длина дуги астроиды. 

4245. Вычислить координаты центра масс контура сфериче- 
ского треугольника х? + у? + 22 = а; х> 0, у> 0,220. 

4246. Найти координаты центра масс однородной дуги 


х=е! с0о5 фБу=е вш 6 =е! (-00 <1< 0). 


4247. Найти моменты инерции относительно координатных 
осей одного витка винтовой линии 


[2 


— << н 
5 (0 < 21) 


х=ас05 Бу=азт Ь = 
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4248. Вычислить криволинейный интеграл 2-го рода 


[= ау — иах, 
ОА 


где О — начало координат и точка А имеет координаты (1, 2), 
если: а) ОА — отрезок прямой линии; 6) ОА — парабола, ось ко- 
торой есть Оу; в) ОА — ломаная линия, состоящая из отрезка ОВ 
оси Ох и отрезка ВА, параллельного оси Оу. 

4249. Вычислить 


| х 4у+ уиах 
ОА 
для путей а), б) ив), указанных в предыдущей задаче. 
Вычислить следующие криволинейные интегралы 2-го рода, 


взятые вдоль указанных кривых в направлении возрастания па- 
раметра: 


4250. | (х? — 2ху) ах + (у? - 2ху) ду, где С — парабола 
с 


у=х? (-1<х<1. 


4251. [2 + у?) 4х + (х?- у?) ду, где С — кривая 
[© 
у=1-1-х| (0%<х<2). 


4252. | {х + и) ах + (х - и аь, тде С — эллипс =. + [: =1, 
а 
С 


пробегаемый против хода часовой стрелки. 


4253. | {2а - и) ах + х 4у%, где С — арка циклоиды 
С 


х=а(-зш |, у=а (1 - с03 В (0 <1< 2п. 


4254. | Ч (54, где С — окружность х? + у? = а2, 
С 


2 2 
х +у 


пробегаемая против хода часовой стрелки. 


4255. ф И ‚ где АВСРА — контур квадрата с верши- 
у 
АВСРА 


нами А (1, 0), В (0, 1), С (-1, 0), р (0, -1. 
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4256. | ах эт у + ду зщ х, где АВ — отрезок прямой между 
АВ 
точками А (0, дл) и В (1, 0). 
4257. $ ау агой - ах, где ОтА — часть параболы и = х? 


ОтАПО 
и ОпА — отрезок прямой у = х. 


Убедившись, что подынтегральное выражение является пол- 
ным дифференциалом, вычислить следующие криволинейные 
интегралы: 

(2,3) 


4258. х ау +у ах. 
(-1,2) 
(3, -4) 
4259. х ах +у ау. 
(0,1) 
(2,3) 
4260. (хи ах + (х- ау. 
(0.1) 
(1,0 
4261. (х — у(ах -аи. 


(1.1) 
(а, 8) 


4262. 1(х + у(ах + аи), где Ки) непрерывна. 


(0,0) 
{1.2) 


4263. уЧх_ ху вдоль путей, не пересекающих оси Оу. 
Хх 
(2,1) 
(6,8) 
4264. | х4х + уду вдоль путей, не проходящих через нача- 
Их + у? 
Ч МХ? + у? 
ло координат. 
(х0.У2) 
4265. ф<(х) ах + (у) ду, гдефилу — непрерывные функ- 
(хнир) 


ции. 
(3,0) 


4266. (24 + 4ху3) ах + (6х?у? — 5%) ау. 


(-2,-1) 
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(1,0) 
4267. | __ вдоль путей, не пересекающих пря- 
а 
(0-1) . 
мой и=х. 
(2.п) 
2 
4268. | (: - у. с05 1. ах + (вр УЧУ соз #. ау вдоль путей, 
Хх х х х Хх 
{1.п) 
не пересекающих оси Оу. 
(а,6) 
4269. | е* (соз у ах — зи ау). 
(0,0) 
4270. Доказать, что если (и) — непрерывная функция 


и С — кусочно-гладкий замкнутый контур, то 


| К? + у?) (х ах +уа =0. 
С 


Найти первообразную функцию 2, если: 
4271. 42 = (х? + 2ху — у?) ах + (х* — 2ху - у?) ау. 
= ах-ха 
4272. а2 ЕТ 
4273. аа = ху бах + (хЁ- ху узду 
| (ху 

4274. 42 = еЧе'(х — у + 2) + ах + ее'(х — у) + Пау. 

27 . № От 1 ть 9"*т 31 . 
4275. а2 РЕТИЕ ах ры ау 


дт+т+1 


4276. аг2 = поет (Ш :) ах — 


дхп + 2дут -1 
= х+у?. 
4277. Доказать, что для криволинейного интеграла справед- 
лива следующая оценка: 


[Рах+о у <1м, 
С 


дфт+т+1 


1 
ытпвута (№ р}, где 


где Г, -- длина пути интеграции и М = шах /Р? +0? на дуге С. 
4278. Оценить интеграл 
о ф уах - хау 


(х2+ ху+ у?)? ° 
ху? В? 


Доказать, что Ши [в =0. 
вВ— о 
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Вычислить криволинейные интегралы, взятые вдоль простран- 
ственных кривых (координатная система предполагается правой): 


4279. | (у? - 22) ах+23уг 4у- х? аз, гдеС — криваях=Ьу=Ь, 
С 


2=В (0 <Е< 1), пробегаемая в направлении возрастания параметра. 


4280. | у ах + 2 4у+х 442, где С — виток винтовой линии 
С 


х = асоз ут азшьа=ь (0 << 27), пробегаемой в направ- 
лении возрастания параметра. 


4281. | (и-2) ах+ (2-х) ау + (х - и) а2, где С — окружность 
С 


+ +22 =а?, у=х ща (0 <а < п), пробегаемая против хода 
часовой стрелки, если смотреть со стороны положительных х. 


4282. | х? 4х + 22 ау-+ х? ад, где С — часть кривой Вивиани 
С 


у +2 = ай, х + у? = ах (220, а> 0), пробегаемая против 
часовой стрелки, если смотреть с положительной части (х > а) 
оси Ох. 


4283. | (у? - 22) 4х + (2? - х?) 4у+ (х? - у?) 42, гдеС — контур, 
С 


ограничивающий часть сферы х? + у? + 22 =1, х20, у? 0,220, 
пробегаемый так, что внешняя сторона этой поверхности остается 
слева. 


Найти следующие криволинейные интегралы от полных 
дифференциалов: 
{2,3,-4) 
4284. | хах+ау- 23 аг. 
(1,1.1) 
{6, 1,1) 


4285. у2 ах + х2 ау + ху аг. 
(1.2.3) 
(ху 22) 
4286 хах+ уауи+2а2 
: ЕЕ ‚ где точка (х\, и!, 21) расположена 
(х1- 91.2) 


на сфере х? + у? + 27 = а?, аточка (хо, У», 2.) — на сфере х? + у? + 
+22 = (а>0,65>0). 
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(х2. 42-22) 
4287. | ф(х) ах + ч(у) ау + %(х) 42, где ф, у, Х — непре- 
(ху 2 
рывные функции. 
(х2-У2. 22) 
4288. Кх +у+2)(ах + ау + 42), где } — непрерывная 
(ХУ, 21) 


функция. 
(хо, У2, 22) 


4289. | Их? + у? + 22 )(х ах + уду+ 2 а2), где #{— не- 
(191,21) 
прерывная функция. 


Найти первообразную функцию и, если: 
4290. 4и = (х? - 2у2) ах + (у? - 2х2) ду + (2? - 2ху) аг. 


4291. ди = (1-1 +)ах+ (Е + 2) 4у- На. 
у 2 2 у? 22 


_ (мту-2)ахт(х+у-2)ауч+ (х+у+2)а2 
2х2 у? + 22+ 2ху , 

4293. Найти работу, производимую силой тяжести, когда 
точка массы т перемещается из положения (х\, И1, 21) в положе- 
ние (хо, Ио, 22) (ось О2 направлена вертикально вверх). 

4294. Найти работу упругой силы, направленной к началу 
координат, значение которой пропорционально расстоянию от 
материальной точки до начала координат, если эта точка описы- 
вает в направлении против хода часовой стрелки положительную 


4292. аи 


2 2 
четверть эллипса =. + г =1. 
а 


4295. Найти работу силы тяготения ЕЁ = С ‚гдег= „/х2+у2+22, 
г 


С — гравитационная постоянная, действующей на единичную 
массу, когда последняя перемещается из точки М! (х1, и\, 21) в 


точку ЛМ» (хо, о, 22). 
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1. Связь криволинейного интеграла с двойным. Если С — замкну- 
тый простой кусочно-гладкий контур, ограничивающий конечную од- 
носвязную область 5, пробегаемый так, что область 5 остается слева, и 
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функции Р (х, у) и@ (5, у} непрерывны вместе со своими частными про- 
изводными первого порядка Р, (х, у) и ©, (х, у) в области 5 и на ее 
границе, то имеет место формула Грина 


фРсь у) ах + © (х, у) ау = | о ах ау. (1) 
[@ 5 


Формула (1} справедлива также и для конечной области 5, ограни- 
ченной несколькими простыми контурами, если под границей С послед- 
ней понимать сумму всех граничных контуров, направление обхода ко- 
торых выбирается так, что область 5 остается слева. 

2. Площадь плоской области. Площадь фигуры 5, ограниченной 
простым кусочно-гладким конутром 5, равна 


$ фхчи - фиат = уфе 4 - уаз. 
С 


[@ С 


Вэтом параграфе, если не оговорено противное, предполагается, что 
замкнутый контур интегрирования простой (без точек самопересече- 
ния) и пробегается так, что ограниченная им область, не содержащая 
бесконечно удаленной точки, остается слева (положительное направле- 
ние). 


4296. С помощью формулы Грина преобразовать криволиней- 
ный интеграл 


Г= фуяти ах + Уху + Ш (х + Мх2+у?)] ау, 
с 


где контур С ограничивает конечную область 5. 
4297. Применяя формулу Грина, вычислить криволинейный 
интеграл 


= фичи" ак - + ау, 
К 


где К — пробегаемый в положительном направлении контур тре- 
угольника АВС с вершинами А (1, 1), В (3, 2), С (2, 5). 

Проверить найденный результат, вычисляя интеграл непо- 
средственно. 


Применяя формулу Грина, вычислить следующие криволи- 
нейные интегралы: 


4298. $ ху? ау - х'у ах, где С — окружность х? + у? = а^. 
[6 
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4299. $ (х + и) ах - (х-и ау, где С — эллипс 
С 


аи. 
а? 52 
4300. $ е*[(1 — соз у) 4х - (у- эт и) ау], где С — пробегаемый 
С 


в положительном направлении контур, ограничивающий об- 
ласть 9 < х<л, 0 < у<зшх. 


4301. | е-?-?) (соб 2ху ах + эп 2ху ау). 
ха +2 = д? 
4302. На сколько отличаются друг от друга криволинейные 
интегралы 


= | (х + у)? ах - (х- у? ау, 
АТВ 
[= | (ху? ах - (х- у ау, 
АлВ 
где АтВ — прямая, соединяющая точки А (1, 1) и В(2, 6), и 
АпВ — парабола с вертикальной осью, проходящая через те же 


точки Аи В и начало координат? 
4303. Вычислить криволинейный интеграл 


(еп у - ту) ах + (е* созу - т) ау, 
Ато 
где АТО — верхняя полуокружность х? + у? = ах, пробегаемая 
от точки А (а, 0) до точки О (0, 0). 
Указание. Дополнить путь АтО до замкнутого прямолинейным 
отрезком ОА оси Ох. 
4304. Вычислить криволинейный интеграл 


| [ф(у)е* — пах + [$\(у)е” - тау, 
АтВ 
где ф(и) и Ф’(и) — непрерывные функции, а АТВ — произволь- 
ный путь, соединяющий точки А (х,, и) иВ (х», у2), но ограничи- 
вающий вместе с отрезком АВ площадь АтВА данной величины 5. 
4305. Определить две дважды непрерывно дифференцируемые 
функции Р (х, у) и (х, и) так, чтобы криволинейный интеграл 


1 фр науч ах оу 4 
С 


для любого замкнутого контура С не зависел от постоянных о и В. 
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4306. Какому условию должна удовлетворять дифференци- 
руемая функция РЁ (х, у), чтобы криволинейный интеграл 


Е(х, уу ах + х ау) 
АтвВ 
не зависел от вида пути интегрирования? 
4307. Вычислить 
пы $ хау-уах 
С 


х?+ у? 


гдеС — простой замкнутый контур, не проходящий через начало 
координат, пробегаемый в положительном направлении. 

Указание. Рассмотреть два случая: 1} начало координат нахо- 
дится вне контура; 2) контур С окружает начало координат. 


С помощью криволинейных интегралов вычислить площади, 
ограниченные следующими кривыми: 

4308. х = а со ф, у=бят 1 (0 <Е< 27) (эллипс). 

4309. х = а со33 6 у=Ь 5118 & (0 < Е< 27) (астроида). 

4310. (х + у)? = ах (а> 0) и осью Ох (парабола). 

4311. х3 + у3 = Заху (а > 0) (петля декартова листа). 

Указание. Положить и = #х. 

4312. (х? + у2)? = а?(х? — у?) (лемниската). 

Указание. Положить у = х 4 ф. 

4313. Кривой х3 + уз = х? + у? и осями координат. 

4314. Вычислить площадь, ограниченную кривой 


(х и)" "+1 = ах"у" (а> 0, п>0,т>0). 


4315. Вычислить площадь, ограниченную кривой 


(=) + (#}' =1(а>0,6>0, п> 0) 


и осями координат. 

е 2 2 
Указание. Положить = = с0з"ф, ; =эзш"”ф. 
а 


4316. Вычислить площадь, ограниченную кривой 


(=). р (2 з (”" м № ый 


а [2] а 


и осями координат. 
4317. Вычислить площадь петли кривой 


"9 вхо ствихо 
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4318. Эпициклоидой называется кривая, описываемая точ- 
кой подвижной окружности радиуса г, катящейся без скольже- 
ния по неподвижной окружности радиуса В и остающейся вне 
нее. 

Найти площадь, ограниченную эпициклоидой, предполагая, 


что отношение @ = п есть целое число (п 21). 
г 


Разобрать частный случай г = В (кардиоида). 


4319. Гипоциклоидой называется кривая, описываемая точ- 
кой подвижной окружности радиуса г, катящейся без скольже- 
ния по неподвижной окружности радиуса В и остающейся вну- 
три нее. 


Найти площадь, ограниченную гипоциклоидой, предпола- 


гая, что отношение -— = п есть целое число (п > 2). 


3155 


Разобрать частный случай г = ы (астроида). 


4320. 1. Вычислить площадь части цилиндрической поверх- 
ности х? + у? = ах, вырезанной поверхностью х? + у? + 22 = а?. 

2. Доказать, что объем тела, образованного вращением во- 
круг оси Ох простого замкнутого контура С, расположенного 
в верхней полуплоскости у >? 0, равен 


У = —1$ у? ах. 
С 


АЗ21. Вычислить 


1 Хау-уах 
2] Ху? ’ 

С 
если Х =ах + ву, У = сх + ау и простой замкнутый контур С 
окружает начало координат (аа - 65с) * 0). 

4322. Вычислить интеграл Г (см. предыдущую задачу), если 
Х = ф(х, и), У = ц(х, у) и простой контур С окружает начало ко- 
ординат, причем кривые ф(х, у) =бицу(х, у} = 0 имеют несколько 
простых точек пересечения внутри контура С. 

4323. Показать, что если С — замкнутый контур и | — про- 
извольное направление, то 


Г= 


| соз (1, п) 45 =0, 
[в 
гдеп — внешняя нормаль к контуру С. 
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4324. Найти значение интеграла 


Г = $ [х соз(п, х) + и сов (п, иу)] 43, 


где С — простая замкнутая кривая, ограничивающая конечную 
область 5, ип — внешняя нормаль к ней. 
4325. Найти 
и в (Е. п) 45, 
4(5)—0 9 
С 

где 5 — площадь, ограниченная контуром С, окружающим точ- 
ку (ху, ии), а(5) — диаметр области 5, п — единичный вектор 
внешней нормали контура Си Е.Х, У} — вектор, непрерывно 
дифференцируемый в © + С. 


$ 13. Физические приложения 
криволинейных интегралов 


4326. С какой силой притягивает масса М, равномерно рас- 
пределенная по верхней полуокружности х? + у? = а?, у? 0, ма- 
териальную точку массы т, занимающую положение (0, 0)? 

4327. Вычислить логарифмический потенциал простого 
слоя 


и(х, у) = $ кп = 43, 
С 


где к = соп5% — плотность, и = а о + (И-у)? и контур С есть 
окружность &2 + 1? = В?. 

4328. Вычислить в полярных координатах р и ф логарифми- 
ческие потенциалы простого слоя 


2п 2т 


[= | соз тлу п у и = | Ут ту т у, 
0 


где г— расстояние между точкой (р, ф) и переменной точкой 
(1, и), а т — натуральное число. 
4329. Вычислить интеграл Гаусса 


и(х, р-ф СОВЫ ИЕ ав, 


С 
где" = /(ё-х)?+(п-у)? — длина вектора г, соединяющего точ- 


куА(х, и) с переменной точкой МЕЁ, "|) простого замкнутого глад- 
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кого контура С, (г, п) — угол между вектором г и внешней нор- 
малью п к кривой С в точке ее М. 

4330. Вычислить в полярных координатах р и ф логарифми- 
ческие потенциалы двойного слоя 


2л 21 
К, = | со5 ту фу и К, = | ай ту бов (ть) у, 
0 0 


где г — расстояние между точкой А (р, ф) и переменной точкой 


—> 
МС, ч), (т, п) — угол между направлением АМ =ги радиусом 


—> 
ОМ = п, проведенным из точки О (0, 0), и т — натуральное 


число. 
4331. Дважды дифференцируемая функция и = и(х, у) назы- 


В. 92и 92и 
вается гармонической, если Аи = 52 + т: — 0. Доказать, что и 
дх ду 
есть гармоническая функция тогда и только тогда, если 
ди 
— 48 = 0 
дп у 


[9 


где С — произвольный замкнутый контур и и — производная 
п 


по внешней нормали к этому контуру. 
4332. Доказать, что 


[“) ди ке ди 
Ц =] + (#) [4х ау |] иди 4х ау+ рези аз, 


где гладкий контур С ограничивает конечную область 5. 


4333. Доказать, что функция, гармоническая внутри конеч- 
ной области © и на ее границе С, однозначно определяется своими 
значениями на контуре С (см. задачу 4332). 


4334. Доказать вторую формулу Грина на плоскости 


ди ди 


а. Аи 40 | дх ч-ф Эв Эй | 4, 
ио 
где гладкий контур С ограничивает конечную область 5 и 7 — 
п 


производная по направлению внешней нормали к С. 
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4335. Пользуясь второй формулой Грина, доказать, что если 
и=и(х, у) — гармоническая функция в замкнутой конечной об- 
ласти 5, то 


и(х, у) = = ф (ше — 1 и) 48, 


где С — граница области 5, п — внешняя нормаль к контуру С, 


(х, и) — внутренняя точка области 5 иг= ИА: -х)+(п-и)? — 
расстояние между точкой (х, у) и переменной точкой (6, \) кон- 
тура С. 

Указание. Вырезать точку (х, И) из области 5 вместе с бесконеч- 
но малой круговой окрестностью ее и применить вторую формулу Грина 
к оставшейся части области 5. 


4336. Доказать теорему о среднем для гармонической функ- 
ции и (М) = и(х, у): 


и (М) = Е т и(Е, ") а3, 
с 


где С — окружность радиуса В с центром в точке М. 

4337. Доказать, что функция и(х, и), гармоническая в огра- 
ниченной и замкнутой области и не являющаяся постоянной в 
этой области, не может достигать своих наибольшего и наимень- 
шего значений во внутренней точке этой области (принцип мак- 
симума). 

4338. Доказать формулу Римана 


| Би] МЫ] | 4х 4у-фр ах + 9 ау, 
и [2 
[63 


где 
ди ди 
= И 1 ри 

Иы] д — +а 5х + 5. + си, 
ое до 

М] - а? - 52 и +20 


(а, Ь, с — постоянные), Ри © — некоторые определенные функ- 
ции и контур С ограничивает конечную область 5. 

4339. Пусть и = ци(х, у) ии= (х, у) — компоненты скорости 
установившегося потока жидкости. Определить скорость изме- 
нения количества жидкости в ограниченной контуром С области 
5. Какому уравнению удовлетворяют функции и и, если жид- 
кость несжимаема и в области 5 отсутствуют источники и стоки? 
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4340. Согласно закону Био-—Савара электрический ток 1, 
протекающий по элементу проводника 4$, создает в точке про- 
странства М(х, у, 2} магнитное поле напряженностью 


ан = и ха}, 
> 


где г — вектор, соединяющий элемент 4$ с точкой М, и {Е — ко- 
эффициент пропорциональности. 

Найти проекции Н,, Н,, Н, напряженности магнитного поля 
Н в точке М для случая замкнутого проводника С. 


$ 14. Поверхностные интегралы 


1. Поверхностный интеграл 1-го рода. Если 5 — кусочно-гладкая 
двусторонняя поверхность 


х=х(и, о), уи= ии, 0), 2=2(ы, о), (и, Е) (1) 


и Их, и, 2) — функция, определенная и непрерывная в точках поверх- 
ности 5, то 


Г Их, и, 2) 45 = Г Нх(и, о), и(и, и), 2(и, ) ЕС - Е? аи ао, (2) 
5 [©] 


где 
ВЫ НЫ он 


9’ 
до до до 
_ 9хдх - иду ‚ 9292. 
дидь дидь дидь 
В частном случае, если уравнение поверхности 5 имеет вид 
2=2(х, у) (худ), 


где 2(х, у) — однозначная непрерывно дифференцируемая функция, то 


|] Кх, у, 2)а$ = |] Их, у, 2(х, и)) и + ($ 22 + + (=) ах ау. 


Этот интеграл не зависит от выбора стороны поверхности 5. 

Если функцию [(х, и, г) рассматривать как плотность поверхности 
5 в точке (х, у, 2), то интеграл (2) представляет собой массу этой поверх- 
ности. 
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2. Поверхностный интеграл 2-го рода. Если 5 — гладкая двусторон- 
няя поверхность, 5* — ее сторона, характеризуемая направлением нор- 
мали п {с0$ ©, с0з В, соз у}, Р = Р(х, у, 2), @ = &(х, у, 2), В= Ех, у, 2) — 
три функции, определенные и непрерывные на поверхности 5, то 


[[ уф + ах вахау- 
5+ 


- [[Роза+@сюз В+ В с051) 45. (3) 
| 5 


Если поверхность 5 задана в параметрическом виде (1), то направ- 
ляющие косинусы нормали п определяются по формулам: 


с03 @ = Е НЕ в ЗЕ РЕН 
+ /А2+ В?+ С? + /АЁ+ В? + С2 
соз у = Е 


+ А+ В?+ С?’ 
где 


А= 9.2) в- 92, <) с= 9(х, у) 
(и, и)’ 9(и о)’ 9(и, и)’ 


и знак перед радикалом выбирается надлежащим образом. 

При переходе к другой стороне 5` поверхности 5 интеграл (3) меняет 
свой знак на обратный. 

4341. На сколько отличаются друг от друга поверхностные 
интегралы 


п= | [+7 +2) 45, 
$ 
1,= [| (Ну? + г) ар, 
в 
где 5$ — поверхность сферы х? + у? + 2? =аиР— поверхность 
октаэдра |х| + |и| + |2| = а, вписанного в эту сферу? 
4342. Вычислить 
Г 2 а$, 
5 


где $ — часть поверхности х? + 2? = 2а2 (а> 0), вырезанная по- 


верхностью 2 = Ух? +у?. 


Вычислить следующие поверхностные интегралы 1-го рода: 
4343. Г (хту- 2) 45$, где 5 — поверхность 
5 


ХУ? + 22 =а?, 220. 
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4344. Г (х? + у?) 4$, где $ — граница тела 
5 


их? + у? <2<1. 
4345. а. ‚ где 5 — граница тетраэдра 
(1+х+и)? 
5 
х+у+2<1, х>20, у20, 220. 
4346. | [ху2| а5, где $ — часть поверхности 2 = х? + ул, от- 
5 


секаемая плоскостью 2 = 1. 


Азат. И] ет ‚ где 5 — поверхность эллипсоида и й — расстоя- 
$ 
5 


ние центра эллипсоида до плоскости, касательной к элементу 4$ 
поверхности эллипсоида. 


4348. И] 2 4$, где $ — часть поверхности геликоида 
5 


х=и 005 в, ут изшо, 2а=ь (0 <и<а; 90<,<2п). 


4349. И] =? 45, где 5$ — часть поверхности конуса 
5 


х = г 605 фяш 9, у= гаш ф эп 9, 2 = г с0$ © 


(<<; 0< < 27) ии — постоянная (0 <а< *). 


4350. Г (ху + уг + 2х) 45, где $ — часть конической поверх- 
5 


ности 2 = „/Х?-+ у? , вырезанная поверхностью 
х? + у? = 2ах. 
4351. Доказать формулу Пуассона 
1 
Г Ках + ву + сд) а$ = 2т| Ки а: 2+ с?) ди, 
5 -1 


где $ есть поверхность сферы х2 + у? + 2? = 1. 
4352. 1. Найти массу параболической оболочки 


= БОР +) (0<2<1, 


плотность которой меняется по закону р = 2. 
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2. Найти массу полусферы 


у +2 = а? (220), 


плотность которой в каждой ее точке М (х, у, 2) равна - : 
3. Найти статические моменты однородной треугольной 
пластины 
х+у+а=а (х20,у20,220) 
относительно координатных плоскостей. 


4353. Вычислить момент инерции однородной сферической 
оболочки 


ХУ + 22 = а? (220) 
плотности ро относительно оси Ог. 


4354. Вычислить момент инерции однородной конической 
оболочки 


5-0 (0525 


плотности ро относительно прямой 


хи 2-6 
1 о‘ 


4355. Найти координаты центра масс: 
а) части однородной поверхности 2 = „/х?+у?, выре- 
занной поверхностью х? + у? = ах; 
6) однородной поверхности 2 = Ма? -х*-у? (х20;у20; 


х+у<а). 
4356.1. Найти полярные моменты инерции 


Ш = [[е + у? + =?) 45 
5 


следующих поверхностей 5: 
а) поверхности куба тах {|х|, ||, 


2} =а; 
6) полной поверхности цилиндра х* + у? < 8?; 0 <2<Н. 
2. Найти моменты инерции треугольной пластинки 


хфу+а=Тт (20;у20; 220) 


относительно координатных плоскостей. 
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4357. С какой силой однородная усеченная коническая по- 
верхность 


х = гсо03 ф, у= гзш ф,2=г (0<о<ал, 0 < <г<а) 


плотности р, притягивает материальную точку массы т, поме- 
щенную в вершине этой поверхности? 

4358. Найти потенциал однородной сферической поверхно- 
сти д? + у? + 22 = а? (5) плотности ру на точку Му(хо, из, 20), т.е. 
вычислить интеграл 

25 р.45 
о 
$ 


гдег= „(х - хо)? + (у- У) + (2- 25)*. 
4359. Вычислить 


(в = | | Их, у, 2) а5, 


Ху+2а=Е 


где 


22 ем 
3 м + < 1. 
Кх, у, 2) = 1-х -у а И < 1 

0, если ++ 2 > 1. 


Построить график функции и = Е(®. 
4360. Вычислить интеграл 


Ра) = ыы ‚Аа у, 2) а5, 
ху +22 

+ у”, еслих > Мх?+у?. 
, если х < Мхё+у?. 
4361. Вычислить интеграл 


Вх, ура, = Г КЕ, п, © 45, 
5 


где 


где 5 — переменная сфера 
рае, 
_ Г, если 5? +1?+ 2 < а?. 
КЕ, и, 9 | если +12 +2 а? 


предполагая, что 


г= Их + у? +22 >а>0. 
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Вычислить следующие поверхностные интегралы 2-го рода: 

4362. Г (хауаг + уагах + 2ах4у), где 5 — внешняя сторона 
сферы х? + у? + 22 = а?. 

4363. |] Кх) ауа2 + &(у) агах + №(2) ахау, где Кх), 8(ц), 


(2) — непрерывные функции и 5 — внашняя сторона поверхно- 
сти параллелепипеда 0 < хха; О%узь; О%<2<с. 


4364. И — 2) дуа2 + (2 - х) а2ах + (х - и) ахау, где $ — 


внешняя сторона конической поверхности х? + у? = 2? (0<2<№). 
4365. Е Е сч ‚ где $ — внешняя сторона 
х у 2 


х?2 
эллицсоида — + и + — = 
а? Ь? [67 


4366. П х? ду а2 + и? 42 ах + 2? ах ау, где $ — внешняя сто- 
рона сферы (х — а) + (и- В+ (2-е)? = Е? 


$ 15. Формула Стокса 


Если Р =Р(х, у, 2), ® = ((х, у, 2), В= Ех, у, 2) — непрерывно диф- 
ференцируемые функции и С — простой замкнутый кусочно-гладкий 
контур, ограничивающий конечную кусочно-гладкую двустороннюю 
поверхность $, то имеет место формула Стокса: 


с0$0 созВ созу 
и | - 9 9 45, 
3х ду 492 
Р а п 
где с0$ а, с0$ В, соз у — направляющие косинусы нормали к поверхности 5, 


направленной в ту сторону, относительно которой обход контура С соверша- 
ется против хода часовой стрелки (для правой координатной системы). 


С 


4367. Применяя формулу Стокса, вычислить криволиней- 


ный интеграл 
фуах + 2ау + ха2, 


где С — окружность х? + у? + 2? = а?, х+у+2= 0, пробегаемая 
против хода часовой стрелки, если смотреть с положительной 
стороны оси Ох. 

Проверить результат непосредственным вычислением. 


$ 15. Формула Стокса 437 


4368. Вычислить интеграл 


(<? — уг) ах + (у? - х2) ду + (27 - ху) аг, 


АтвВ 


взятый по куску винтовой линии 


: й 
х=асоз Ф, утазтф, == № 
2п 
от точки А (а, 0, 0) до точки В (а, 0, 1). 
Указание. Дополнить кривую АтВ прямолинейным отрезком 
и применить формулу Стокса. 


4369. Пусть С — замкнутый контур, расположенный в плос- 
кости х с0$ © + усоз В + 2соз 'у - р = 0 (с03 о, соз В, со$ у — на- 
правляющие косинусы нормали плоскости) и ограничивающий 
площадку 5. Найти 


ах Чу 42 
ф сова созВ соз\ | › 
С х у 2 


где контур С пробегается в положительном направлении. 


Применяя формулу Стокса, вычислить интегралы: 


4370. фи + 2) ах + (2 + х) ду + (х + и аг, где С есть эллипс 
С 


х =аз п? Ьу= 2а т #с0$ , = а с08? + (0 <Е< л), пробегаемый 
в направлении возрастания параметра #. 


4371. фи — г)ах + (2 - ау + (х - уа2, где С — эллипс 
[1 


2 


а, 7 +7 =Ь, (а>0, > 0), пробегаемый против хода 


р 
часовой стрелки, если смотреть с положительной стороны оси Ох. 


4372. $ (12+ 22) ах + (х? + =?) ау+ (х? + у?) аг, где С есть кривая 
с 


ху? + 22 = 2 8х, х? + у? = 2гх (0 <г< В, 2> 0), пробегаемая так, 
что ограниченная ею на внешней стороне сферы х? + у? + 22 = 2Вх 
наименьшая область остается слева. 
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4373. ф (у? 22) ах + (2? - х?) 4у+ (х? - у?) 42, гдеС — сечение 
С 


поверхности куба 0< х<ха, 0< уха, 0< 2< а плоскостью 


хфу+2= та, пробегаемое против хода часовой стрелки, если 
смотреть с положительной стороны оси Ох. 


4374. ф 22? 4х + 22х? ду + х?у? аг, где С — замкнутая кривая 
с 


х = асоз 1, у= а со$ 241, 2 = а соз 31, пробегаемая в направлении 
возрастания параметра &. 
4375. Доказать, что функция 


Ух ур=н П оз) 45 (й = сопз0), 
5 


где $ — площадка, ограниченная контуром С, п — нормаль к 
поверхности 5 и г— радиус-вектор, соединяющий точку про- 
странства М (х, у, 2) с текущей точкой А (Е, п, @) контура С, яв- 
ляется потенциалом магнитного поля Н, создаваемого током 1, 
протекающим по контуру С (см. задачу 4340). 


$ 16. Формула Остроградского 


Если 5 — кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая объем У, 
иР=Р(х, цу, 2), @=@ (х, у, 2), В =В(х, у, 2) — функции, непрерывные 
вместе со своими частными производными 1-го порядка в области У + 5, 
то справедлива формула Остроградского: 


(Р соз а - 9 соз В + Всоз у) 45 = (2- +В о ах ау а, 
й дх ду 92 
у 


где соз ©, соз В, соз у — направляющие косинусы внешней нормали к 
поверхности 5. 


Применяя формулу Остроградского, преобразовать следую- 
щие поверхностные интегралы, полагая, что гладкая поверх- 
ность 5 ограничивает конечный объем У и со3з а, соз В, соз у — 
направляющие косинусы внешней нормали к поверхности 5: 


4376. [[2ауаз + узагах + 2ахау. 
5 


4377. [ [узауаз + гхагах + хуахау. 
5 
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4378. |] хС0$5 0 + а а8. 


Му? +28 


4379. [ГС (2% со8 @ + — В- 5 08 у а5. 


в - [= - 29) ) сз о (52 - СЕ со 58+ [99 - 5) 057] 48. 


АЗ81. ОаВЬЕ что если 5 — замкнутая простая поверхность 
и | — любое постоянное направление, то 


| 1) 45 =0, 


где п — внешняя нормаль к поверхности $5. 
4382. Доказать, что объем тела, ограниченного поверхностью 
5, равен 


= а 


где со$ @, соз В, со5 у — направляющие косинусы внешней нор- 
мали к поверхности 5. 

4383. Доказать, что объем конуса, ограниченного гладкой 
конической поверхностью Р(х, у, 2) = 0 и плоскостью 
Ах + Ву - С2 + Р = 0, равен 


1 
55Н, 


где 5 — площадь основания конуса, расположенного в данной 
плоскости, и Н — его высота. 
4384. Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 2 ={си 


х =а с05 и сео + Бзш и зшоь, 
у=а с0$ и с05$ р —- Ба и с0$ 0, 


2 =сэщыи. 
4385. 1. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 
х=ис05 0, у=изшо, 2=-и +асозь (и20, а>0) 
и плоскостями: х=0из=0. 


2. Найти объем тела, ограниченного тором 


х = (6 а со$ \у) со$ Ф, 
у = (6 +а со5 у) эт ф, (0О<а<6). 
2 =азтуу. 
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4386. Доказать формулу 


т | ПИ [(х, у, 2, Вах ау «2 = 


у? +2? 512 
в И Кх, у, 2, 0 48 + И] сах ау а2 (> 0). 
[9 
Хуа = Ху нак 
С помощью формулы Остроградского вычислить следующие 
поверхностные интегралы: 


4387. Г х? ау 42+ у? аг ах + г? ах ау, где 5 — внешняя сто- 
5 


рона границы куба О%хх<а, 0<у<а, 0 <а<а. 
4388. [[= ду 42 + у? аг ах + 23 ах ау, где 5$ — внешняя сто- 
5 


рона сферы 
НУР 22 =а?. 


4889. [[с-у+2 4 а2 + (у-2-+х) аг ах +(2-х-у ах ау, 
5 


где 5 — внешняя сторона поверхности 
к-утаА+у-2+х + -х+и=1. 
4390. Вычислить 


| (х? с08 ©, + И? соз В + 22 со5 у) 45, 
5 


где 5 — часть конической поверхности х? + у? = 2? (0<2<и 
с0$ ©, со$ В, со$ у — направляющие косинусы внешней нормали 
к этой поверхности. 

Указание. Присоединить часть плоскости 


а=й, хр. 


4391. Доказать формулу 


я г | [сз (г, п) 45, 
и 5 


где 5 — замкнутая поверхность, ограничивающая объем У, п — 
внешняя нормаль к поверхности 5 в текущей точке ее (5, т, ©), 


г= /(Е-х)?+(ц-у)?+ (0-2)? иг — радиус-вектор, идущий от 


точки (<, у, 2) к точке (&, 1, О. 


$ 16. Формула Остроградского 441 


4392. Вычислить интеграл Гаусса 


Т(х, и, а) = Г чо 5, 
5 


где 5 — простая замкнутая гладкая поверхность, ограничиваю- 
щая объем У, п — внешняя нормаль к поверхности 5 в точке ее 
(Е, п, С), г — радиус-вектор, соединяющий точку (х, у, 2) с точкой 


о в 
Рассмотреть два случая: 
а) поверхность 5 не окружает точку (х, у, 2), 
6) поверхность 5 окружает точку (х, у, 2). 
4393. Доказать, что если 
9х2 0? 92? 
и 5 — гладкая поверхность, ограничивающая конечное тело У, 
то справедливы следующие формулы: 


| [5% а 
дп 
5 
ди (“) (с о 
ов ПИ + (5) + (9%) ] 4 ау аг+ 
+ ПИ иди ах ау 442, 
У 


гдеи — функция, непрерывная вместе со своими частными про- 
изводными до второго порядка включительно в области ИУ + 5, и 
ди 
дп 


Аи 


— производная по внешней нормали к поверхности 5. 


4394. Доказать вторую формулу Грина в пространстве 


Е 


где объем У ограничен поверхностью 5, п — направление внешней 
нормали к поверхности 5 и функции и= и (х, у, 2) о=о(х, у, 2) 
дважды дифференцируемы в области У + 5. 

4395. Функция и = и(х, у, 2), обладающая непрерывными 
производными до второго порядка включительно в некоторой об- 
ласти, называется гармонической в этой области, если 

ди ди у д?и 


А 
9х2 0? 02? 


ди ды 
ее 4х ау 42 = [Г дп дп 45, 


442 РАЗДЕЛ УШ. КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Доказать, что если и — гармоническая функция в конечной 
замкнутой области И, ограниченной гладкой поверхностью $5, то 
справедливы формулы: 


2% 
7, [8% + (2) + (6) ме у аз = [ [3 из 5, 


где п — внешняя нормаль к поверхности 5. 

Пользуясь формулой 6), доказать, что функция, гармониче- 
ская в области И, однозначно определяется своими значениями 
на ее границе 5. 

4396. Доказать, что если функция и = и(х, цу, 2) — гармони- 
ческая в конечной замкнутой области У, ограниченной гладкой 
поверхностью 5, то 


и(х, у, Э-+||[* ии + 1 43, 


гдп 


где г — радиус-вектор, идущий из внутренней точки (х, у, 2) 
области У в переменную точку (&, п, О поверхности 5, 


г= (6-х) +(п-и)2 + (С-2)2, п — вектор внешней нормали к 
поверхности 5 в точке (&, |, О. 
4397. Доказать, что если и = и(х, у, 2) — функция, гармони- 


ческая внутри сферы 5 радиуса В с центром в точке (ху, у, 20), то 


Е о 
9 


{теорема о среднем). 

4398. Доказать, что функция и = и(х, цу, 2), непрерывная в 
ограниченной замкнутой области У и гармоническая внутри нее, 
не может достигать своих наибольшего и наименьшего значений 
во внутренней точке области, если эта функция не является тож- 
дественной постоянной (принцип максимума). 

4399. Тело У целиком погружено в жидкость. Исходя из за- 
кона Паскаля, доказать, что выталкивающая сила жидкости 
равна весу жидкости в объеме тела и направлена вертикально 
вверх (закон Архимеда). 

4400. Пусть 5, — переменная сфера (6 - х + (п- у) + (б(- 2) = 

2 и функция КЕ, п, О непрерывна. Доказать, что функция 


и = зд | | т Ва5, 
5; 


$ 17, Элементы теории поля 443 


удовлетворяет волновому уравнению 
92и 92и 92и _ 02и 
а РЕ 
9х? ду? 9=2 9 
= 0, ди 


5: а = Их, у, 2). 


и начальным условиям: и|, о 


ди Е 
Указание. Производную РИ выразить тройным интегралом. 


$ 17. Элементы теории поля 


1. Градиент. Если и(г) = и(х, у, 2), где г = хЕ + у} + 2, есть непре- 
рывно дифференцируемое скалярное поле, то градиентом его называ- 
ется вектор 


ди ди. ды 
ыы се 
0 
Ее _.9 . 9 9 
или, короче, ога и = Уи, где У =1— +]— +К—. Градиент поля и в 
9х ду д2` 


данной точке (х, у, 2) направлен по нормали к поверхности уровня 
и(х, у, 2) = С, проходящей через эту точку. Этот вектор для каждой точ- 


ки поля по модулю 
_ Иди)”, (ди? ‚ (ди? 
[ста и (2%) *(5.) +5) 


и направлению дает наибольшую скорость изменения функции и. 
Производная поля и в некотором направлении 1{с0$ ©, соз В, соз \} 
равна 
ди ди ди 
В+ 


и - гад и 1 = Эл 608 а + те р у. 


2. Дивергенция поля и ротация (вихрь) поля. Если 
а(г) = а, (х, у, 2) 1 а, (х, у, 2) } ча, (х, у, 2) К 


есть непрерывно дифференцируемое векторное поле, то скаляр 


Ч1уа = Уа = оа: 2% ; 96. 
9х т Е. 
называется дивергенцией или расходимостью этого поля. 
Вектор 
1 1 к 
гофа = Уха = Мы 39: 20 
х ду 92 
х а, а. 


носит название ротации или вихря поля. 
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3. Поток вектора’ через поверхность. Если вектор а(г) порождает 
векторное поле в области ©, то потоком вектора через данную поверх- 
ность 5, расположенную в ©, в указанную сторону, характеризуемую 
единичным вектором нормали п{с0$ @, соз В, соз\), называется интеграл 


[в а8- [[©, с08 © + а, с0$ В + а, соз у) 45, 
5 Е. 


где а, = ап — нормальная проекция вектора. Формула Остроградского 
в векторной трактовке принимает вид 


й.. а5 = ПТ Чу а ах ау аг, 
у 


5 


где 5 есть поверхность, ограничивающая объем У, и п — единичный 
вектор внешней нормали к поверхности 5. 

4. Циркуляция вектора. Линейным интегралом от вектора а(г), 
взятым по некоторой кривой С (работа поля), называется число 


[а [сах ча, ау + а, аг. 
С С 


Если контур С замкнут, то линейный интеграл называется цирку- 
ляцией вектора а вдоль контура С. 
В векторной форме формула Стокса имеет вид 


ф а аг = | (гофа), 45, 


[6 5 

где С — замкнутый контур, ограничивающий поверхность 5, причем 
направление нормали п к поверхности 5 должно быть выбрано так, что- 
бы для наблюдателя, стоящего на поверхности 5, головой по направле- 
нию нормали, обход контура С совершался против хода часовой стрелки 
(для правой системы координат). 

5. Потенциальное поле. Векторное поле а(г), являющееся градиен- 
том некоторого скаляра и: 

гад и=а, 


называется потенциальным, а величина и называется потенциалом поля. 
Если потенциал и — однозначная функция, то 


| ааг=и (В) -и(А). 
АВ 
В частности, в этом случае циркуляция вектора а равна нулю. 
Необходимым и достаточным условием потенциальности поляа, за- 
данного в поверхностно односвязной области, является выполнение ус- 


ловияЯ 
гоба = 0, 


т.е. такое поле должно быть безвихревым. 
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4401.1. Найти модуль и направление градиента поля 
и = 2 + 2у2 + 327 + ху + 3х - 2у- 62 в точках: а) О (0, 0, 0); 
б) А (1,1, 1] ив) В (2, 0, 1). В какой точке градиент поля равен 
нулю? 

2. Пусть 

и=ху- 22. 

Найти модуль и направление #гафб и в точке М (-9, 12, 10). Чему 
равна производная о в направлении биссектрисы координатно- 


го угла хОу? 
4402. В каких точках пространства Оху2 градиент поля 


и = 3 + и + 23 - Зху2 
а) перпендикулярен оси Од; 6) параллелен оси О2; в) равен нулю? 


4403. Дано скалярное поле 


и=ШЁ, 
> 


гдег= „/(х-а)2+(у-6)?+(х-с)?.Вкаких точках пространства 


Охуг имеет место равенство 
[ета и| = 1? 


4404. Построить поверхности уровня скалярного поля 
и = Мх?+у2?+(2+8)2 + Их? + у+(2-8)?. 
Найти поверхность уровня, проходящую через точку М (9, 12, 28). 
Чему равен тах и в области х? + у? + 22 < 36? 
4405. Найти угол ф между градиентами поля 


ПИ НИЕ 
Хх? + у? +22 


в точках А (1,2, 2) и В (-3, 1,0). 
4406. Пусть дано скалярное поле 


Хх 


МХ? + у? + 22 


Построить поверхности уровня и поверхности равного моду- 
ля градиента поля. 
Найти Ш+ и, зир и, шт! |егаа и|, зир [ега@ и в области 1 <2<2. 


и = 
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4407. С точностью до бесконечно малых высших порядков 
найти расстояние в точке ЛМ. (ху, у, 20) между двумя бесконечно 
близкими поверхностями уровня 


и (х, у, 2) =сии(х, у, 2) = с + Ас, 


где и (х, Ус, 20) = с (2га@ и (хо, Ус» 20)” О). 

4408. Доказать формулы: 
а) сга4 (м + с) = эгад в (с — постоянно); 
6} гга4 си = с егаа ы (с — постоянно}; 
в) вга4 (и - о) = эта4 и + сгад о; 
г) сгад шо = и эгад о + о стад и; 
д) стад (и?) = 2и огад и; 
е) хгаа {(и) = [(и) гад и. 

4409. Вычислить: 


а) га г; 6) егад 77; в) вгаат ‚гдег= Их? +у2+ 22. 
4410. Найти стгаа Кг), гдег= „/х?+ у +22, 


4411. Найти га (сг), где с — постоянный вектор иг — ради- 
ус-вектор из начала координат. 

4412. Найти сгаа{е х г?} (с — постоянный вектор). 

4413. Доказать формулу 


о 


стаа Ки, о) = ОЕ гад и + „ 8тад о. 


4414. 1. Доказать формулу 
У? (шо) = и Уь + и Уи + 2 Уи У, 
где 


: д 9 9 
У = +19 +Ке 
т, у а 
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ны о 
У? = УУ ал =: 


дх? 

2. Доказать, что если функция и = и(х, у, 2) дифференциру- 

ема в выпуклой области © и |5гад и| < М, где М — постоянная, 
то для любых точек А, В из О имеем: 


| (А) - и (В) < Мр(А, В), 
где р(А, В) — расстояние между точками Аи В. 


4415. Для функции и = и(х, у, 2) выразить ега4 и: а) в ци- 
линдрических координатах; 6) в сферических координатах. 
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2 2 2 
4416. Найти производную поля и = =. + в + =. в данной 
а [9 


точке М(х, у, 2) в направлении радиуса-вектора г этой точки. 
В каком случае эта производная будет равна величине гради- 
ента? 


‚гдег= Их? +у2 +22, 


4417. Найти производную поля и = 


з 2 


в направлении 1 {с0$ ©, соз В, соз \}. 

В каком случае эта производная равна нулю? 

4418. Найти производную поля и = и (х, у, 2) в направлении 
градиента поля и = и (х, у, 2). 

В каком случае эта производная будет равна нулю? 

4419. Написать в ортах векторное поле 


= сх эта ы, 
если 


и = агс-— и СЕЕНУЧК. 


«Их? + у? 
4420. Определить силовые линии векторного поля 
а=м и] + 22К. 


4421. Доказать непосредственным вычислением, что дивер- 
генция вектора а не зависит от выбора прямоугольной коорди- 
натной системы. 

4422. Доказать, что 

@уа(М)= Шт $ | [4 а5, 
5 


а(5)—0 


где 5 — замкнутая поверхность, окружающая точку М и огра- 
ничивающая объем У, п — внешняя нормаль к поверхности $5, 
а(5) — диаметр поверхности 5. 

4423. 1. Найти дивергенцию поля 


нЕ 1х +]у+ Ка 
МХ? + у? 


в точке М (3, 4, 5). Чему приближенно равен поток /1 вектора а 
через бесконечно малую сферу (х - 3)? + (у- 4) + (2-5)? = =? 
2. Найти 


К 
3. 
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©, 


448 РАЗДЕЛ УШ. КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


4424. Доказать, что: 
а) Ч1У (а + Ь) = Дуа + 4х; 
6) Ч1у (ис) =е вга4 и (с — постоянный вектор, и — скаляр); 
в) 41у (на) = и Ч1уа + а #гад и. 

4425. Найти Ч1у (5гад и). 


4426. Найти Ч1ху [2та4 /(/)], гдег= Их? +у2+22. В каком слу- 
чае Чу [эгаа Ё(г)] = 0? 


4427. Вычислить: а) Ч1у г; 6) Фут. 


4428. Вычислить 1х [К(г)е], где с — постоянный вектор. 

4429. Найти 4у[Кгуг]|. В каком случае дивергенция этого 
вектора равна нулю? 

4430. Найти: 

а) Ч1у (и &гад и); 6) Ч1у (и сгаа о). 

4431. Жидкость, заполняющая пространство, вращается во- 
круг оси О2 против часовой стрелки с постоянной угловой ско- 
ростью ®. Найти дивергенцию вектора скорости у и вектора ус- 
корения У в точке М (х, у, 2) пространства в данный момент вре- 
мени. 

4432. Найти дивергенцию гравитационного силового поля, 
создаваемого конечной системой притягивающих центров. 

4433. Найти выражение дивергенции плоского вектора 
а=а(т, ф) в полярных координатах гиф. 

4434. Выразить 41% а(х, у, 2) в ортогональных криволиней- 
ных координатах и, и, ш, если 


х = Ки, о, ш), у= ви, о, ш), а= Щи, о, и). 


Как частный случай получить выражение 41у а в цилиндриче- 
ских и сферических координатах. 

Указание. Рассмотреть поток вектора а через бесконечно малый 
параллелепипед, ограниченный поверхностями и = соп$&, © = со, 
и = с0п3%. 

4435. Доказать, что: 

а) гоф (а + Ъ) = гофа + го Ь; 
6) гоф (на) = и гоф а - ога (и ха). 

4436.1. Найти: а) гоё г; 6) го [Кг]. 

2. Найти модуль и направление гов а в точке М (1, 2, —2), 
если 

а= "1! + 27+ К. 
2 х у 


4437. Найти: а) гоф с /(г); 6) гоф [сх Ккг| (© — постоянный век- 


тор). 
4438. Доказать, что Ч1у (ах) = Б гоф а - а го%Ь. 
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4439. Найти: а) гоф (;га@ и); 6) 41у (гов а). 

4440. Жидкость, заполняющая пространство, вращается во- 
круг оси Ц{с0$ а, соз В, соз'/} с постоянной угловой скоростью 0). 
Найти ротацию вектора линейной скорости у в точке простран- 
ства М (х, у, 2) в данный момент времени. 

4441.1. Найти выражение ротации плоского вектора а =а (г, ф) 
в полярных координатах Ги ф. 

2. Выразить гоф а (х, у, 2): а) в цилиндрических координатах; 
6) в сферических координатах. 

4442.1. Найти поток вектора г: а) через боковую поверхность 
конуса х? + у? < 22 (0<2< 1); 6) через основание этого конуса. 

2. Найти поток вектора а = Ц/2 + ]х2 + Кхи: а) через боковую 
поверхность цилиндра х? + у? < а? (0<2<1); 6) через полную 
поверхность этого цилиндра. 

4443. Найти поток радиуса-вектора г через поверхность 


2=1- Мх+у? (0%<2<%<1). 


4444. Найти поток вектора а = х1 + у2} + 22К через положи- 
тельный октант сферы д? + у? + 2? =1, х20, у20, 220. 

4445.1. Найти поток вектора а = и+ 2] + хК через полную 
поверхность пирамиды, ограниченной плоскостями х = 0, у=0, 
2=0, хфу+2=а(а> 0). 

Проверить результат, применяя формулу Остроградского. 

2. Найти поток вектора 

а = х31 + у} + 23К 

через сферу х? + у? + 22 =х. 

4446. Доказать, что поток вектора а через поверхность 5, за- 
данную уравнением г = г (и, о) ((и, о) Е ©) равен 


48 = то 
Г а, а5 [Г 25,5, аи 4о, 
5 я 


гдеа, = ап и п — единичный вектор нормали к поверхности 5. 
4447. Найти поток вектора а = ти (т — постоянная) через 
г 


замкнутую поверхность 5, окружающую начало координат. 
4448. Найти поток вектора 


а(г) = У. вгач( -==) й 
1 


1-1 
где е; — постоянные и г, — расстояния точек М, (источники) от 
переменной точки М(г), через замкнутую поверхность 5, окру- 
жающую точки М, 1(=1,2, ..., п). 
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4449. Доказать, что 


Г 8 = [| [Узи ах 4 42, 
дп 
5 У 


где поверхность $ ограничивает тело У. 
4450. Количество теплоты, протекающее в поле температуры 
и за единицу времени через элемент поверхности @5, равно 


а@ = -ЁРп эга@ и 45, 


где Е — коэффициент внутренней теплопроводности и п — еди- 
ничный вектор нормали к поверхности 5. Определить количе- 
ство теплоты, накопленное телом У за единицу времени. Ис- 
пользуя скорость повышения температуры, вывести уравнение, 
которому удовлетворяет температура тела (уравнение тепло- 
проводности). 

4451. Находящаяся в движении несжимаемая жидкость за- 
полняет объем У. Предполагая, что в области У отсутствуют ис- 
точники и стоки, вывести уравнение неразрывности 


ав + а: = 
и + 4:у(ру) = 0, 


где р = р(х, у, 2) — плотность жидкости, у — вектор скорости, 
+ — время. 

Указание. Рассмотреть поток жидкости через произвольный 
объем ®, содержащийся в И. 


4452. 1, Найти работу вектора а = г вдоль куска винтовой ли- 
нии г = а соз + дат Ё- КВ (0 <1< 2). 
2. Найти работу поля 
а= 11+ 1;+ 1 К 
| 2 х 


вдоль прямолинейного отрезка, соединяющего точки М (1, 1, 1) 
и М (2, 4, 8). 
3. Найти работу поля 
а = 16 + уе х + Кет 


вдоль прямолинейного отрезка между точками О (0, 0, 0) и 
МС, 3, 5). 
4453.1. Найти работу поля 


а = (у+ 2+ (2+ х)] + (х УЕ 


вдоль кратчайшей дуги большого круга сферы х? + у? + 22 = 25, 
соединяющей точки М (3, 4, 0) и М (0, 0, 5). 
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2. Найти работу вектора а = К(х)г, где } — непрерывная функ- 
ция, вдоль дуги АВ. 
4454. 1. Найти циркуляцию вектора 


а= м + х] + ск 
(с — постоянная): а) вдоль окружности х? + у? =1,2=0; 6) вдоль 
окружности (х — 2) +у=1, 2=0. 
2. Найти циркуляцию Г вектора а = га (агсыв ;. вдоль кон- 
тура С в двух случаях: 


а) С не окружает ось Оз; 6) С окружает ось О2. 
4455. Дано векторное поле 


а= И: - 2} + к 
а 1 3 хуёК. 
& 


Вычислив го% а в точке М (1, 1, 1), приближенно найти цирку- 
ляцию Г поля вдоль бесконечно малой окружности 


о 
(х - 1) соза + (иу- 1} соз В + (2 - 1) созу=0, 


где с05* © + с05? В + соз? у = 1. 
4456. Плоский установившийся поток жидкости характери- 
зуется вектором скорости 


м = и (х, у + о (х, у]. 


Определить: 1) количество жидкости @, протекающее через замкну- 
тый контур С, ограничивающий область 5 (расход жидкости); 
2) циркуляцию Г вектора скорости вдоль контура С. Каким уравне- 
ниям удовлетворяют функции и и и, если жидкость несжимаема и 
поток безвихревой? 

4457. 1. Показать, что поле 


а= уг (2х у+ай + хё (х + 2у +2) + ху (хту+ 22) Е 
потенциальное, и найти потенциал этого поля. 
2. Убедившись в потенциальности поля 
2 : _ х в 
ь 3) З 


(у 2 (у+2 


а = К, 


1 
2 


(и+2) 


найти работу поля вдоль пути, соединяющего в положительном 
октанте точки М (1, 1, З) и М (2, 4, 5). 
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4458. Найти потенциал гравитационного поля 


а- в т, 
создаваемого массой т, помещенной в начале координат. 

4459. Найти потенциал гравитационного поля, создавае- 
мого системой масс т, (1=1,2, ..., п), помещенных в точках 
М‚@а=1,2, ..., п). 

4460. Доказать, что поле а = гг, где Кг) — однозначная не- 
прерывная функция, является потенциальным. Найти потенциал 
этого поля. 

4461. Доказать формулу 


сто [| езв | = -[1 29) п + Ш втадо р(@)ЧЕ, 


где 5 — поверхность, ограничивающая объем И, п — внешняя 
нормаль к поверхности В, гГ— расстояние между точками 


Р(х, у, 2) и (Е, 1, О. 


4462. Доказать, что если а = сга4 и, где 


иж у, 2) = Е рт Е а 45, 


= Ех) + (пи + (6-2), 
то 
у а = р(х, у, 2) 


{предполагая, что соответствующие интегралы имеют смысл). 


ОТВЕТЫ 


Раздел 1 


16.0; 1. 17.-/2; /2. 22. -1,01< х< -0,99. 23.х< -8; х212. 
24. х< -1. 25.0< хх 2. 26. < 6. 27. х> -1. 28. -Ё1 < хх 1, 
2 3 2 2 2 
29. Е <х< > 5.18, 54.10 <х< 5+.180 . 31. Второе. 32. Два знака. 
33. Не превышает 0,41%. 34. 9,9102 см? < 5 < 10,0902 см2; Д < 0,0902 см?; 
5 < 0,91%. 35. 3,93 г/смз + 0,27 _ 56<7,3%. 36.5< 3,05%. 
37. 172,480 м3 < И< 213,642 мЗ; У = 192,660 м?з + 20,982 м3; 6 = 12%. 


1 
38.4 <0/17 мм. 39. А <0,0005 м. 42. а) №216) №2 [; М1 15; 


г) М> ЕЕ _ = 2330 181. 43. 2) М> Е; вм? (12 


> 10 
150, 999 вм 1010. 46. 0. 


162 
1 1-6 1 1 1 

47. 0. 48. 0. 49. 3: 50. т. 51. 5. 52. 5.53. 5: 54. 8.55. 3. 56. 1.57.2. 

67. а) второе; б} первое; в} второе. 72.е = 2,71828.... 92. Равен 1, если 


а = О и принадлежит [-1; 1], или не существует, если а = 0. 96. хз = 1 : 


1. 98. жоо = 1000 = 2,49. 1099. 99. ху = хь = -120. 


100. х, =20. 101.а) 0; 1;1;1;6) -3} :5; 2; 2. 102. -1; 15 $0; 1. 103. 0; 2; 0. 


97. хи = 


104. —4; 6; —4; 6. 105. -:; 1; -1;1. 106. —09; +00; —00; +0. 107. —оо; -1; 

—с0; —00. 108.0; +0; 0; +0, о. —©9; +00; —00; +00. 110.-5; 1,25; 0; 0. 

111.1; 1. 112. -(е Е -); е+1. 113. 0; 1. 114. 1; 2. 115.0; 1. 116.0; 1. 
2 м2 


117. 1; 5; 5; ...; 0. 118. Все вещественные числа, заключенные между 


О и 1, включая последние. 119.1;5. 120.а; 5. 127. а) расходится, 
6) может как сходиться так и расходиться. 128. а) нельзя; 6) нельзя. 


129. Нет. 130. Нет. 144. а) 0;6) 0. 147. ш 2. 148. Е (а +25). 151. -<0 <х < +0, 
хи -1. 152. -0 <х<-./3 иб<х< 8. 153. -1<х<1. 154.а) {> 2; 
б)х>2. 155. 427? < х< (28+ 1)? (Е =0, 1,4, ...). 156. |х| < | и 


Акт) < ни а ей 58 1 
5 (4 1) [<] 548 +1) (Е=1,2, ...). 157. т, 
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__1 = = ео 
а 5 ее 0, 1,2, ...). 158. х>0, хип (п=1, 2, ...). 
ь: (2.-1* 
159. 1 <х< 1.160. 1 — < (#=0, +1, +2, ...). 161. 10°" <х< 
([2в+1л 
<10"* 8" (и=0, +1, +2, ...). 162. х=-1, 2, -3, ...их>0. 163.х<0, 
хип (п= 1,2, ...). 164.1<х< 2. 165.а) х и ;б)х> 4; 
п < ВО ак Тита е т, 
в) Ап + 1 т 0, 1, ...); г) 0 хх из х 5 
166. -1<х<2;0< <15. 167. о =0, 1, #2, ...); 


-с0<у< ШЗ. 168.60 <х< +0; 0<у<х п. 169.1<х< 100; = <у< 
= — зу = 31. 171.Р=26+2 - 2) 
170. х орет 4 целые числа; у 1. 171. Р=2б- (1 ь х 


©0<х<#); 5 = вх (1- =] 0<#<%). 172. а= /100— 9бсозх (0<х<л); 


5=24зтх(0<х<л). 173. 5 И ха, если 0х 9; 5-1 х- =], 


= а 2 
если о? <<, 8 - |, если а <х<а. 


2 а-в 
174. т(х) = 0, если —-с0 <х<0; т(х) = 2х, о 1; т(х) = 2, если 
1<х<8; я если 2<х<3; т(х)=4, если 3 < х< +5. 
178. Е, о 4}. 119.Е, = {1 <у< 3}. 180.Е, = {0 <у<1. 
181. Е, = <И < +53}. 182. Е, = {1<у< 2}. 183.а <у<ьприа <Ь 


и о 184.1 <у<+5о. 185.0 > у> -© и +509 >у>1. 


186. 0 <у<о. 187. +00 > у> 00. 188.0 << из <у<2. 189.0; 0; 


0; 0; 24. 190.0; —6;4. 191.1;1;1;2. 192.-1;0;1;2;4. 193.1, т-^ $ 
-х 


-х 2 х-1 1+х 4 -0 ее = а 
ое РО 194. а) {(х) ‚ если х 1 х=0их=1; 


Кх) > 0, если —9 <х<-ри 0<х<1{; Их) <0, если -1<х<0и 


1 <х< +5; 6) Кх) =0, если х- 5; 0%) 0, если а. 


1 
< 
то. 


1 1 1 1 
= <х<-——— (Е=0,1 ... <0, а 2 
о ое С И т 


и-1 << (Е =0, 1,2, ...}; в) Кх) = 0, если х < бих= 1; Кх)>0, 


если х <0их = 1; Кх)> 0, если 0 <х<1; Кх) <0, если 1 < х< +. 


195. а) а; 6) 2х +1; в) а* ет, 197. х) = 1х-2; ИО =з; а) =28. 


198. д = д? чи -и--8; Ко, 5)=27т. 199. /х) = 10 
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о 200. (х) = 10+5.2*. 203. а) ел < х<п+ 2 
0, +1, +2); б)1<х<е; вх>0, Хх (Е=О, 1,2, ...). 205. а) 2=х+и; 


хи. 2. 0 6 _ х+ о ой, 
6) 2 а в) 2 о. г) 2 т: 206. ф(4(х)) = х*; уиих)) = 22%; 


Ф(у(х)) = 2%°; ч(ф(х)) =27. 207. ($(х)) = зип х; Ух) = х (х #0); 
ф(чи(х)) = ч(Ф(х)) = вп х (х # 0). 208. ф(Ф(х)) = $(х); \4(Ф(х)) = у(х); 


(уг) = (ух) = 0. 209. -1=%; хо, хец. 210. (=. 

уу ФСу о ( = 

211.52 5+6. 212.522 [>21]. 213.1. 15:1. 2. (а) = (12). 
2 х 1-х 


221. а) Возрастает при а > 0 и убывает при а < 0; 6) при а > 0 убывает 
в интервале ( 60, -2) и возрастает в интервале ( -^ $ оо | ; в) возрас- 
а а 
тает; г} при аа - 6е > 0 возрастает в интервалах ( —со, -“) и ( = . оо . 
[9 с 
д) возрастает при а > Ти убывает при 0 <а < 1. 222. Можно, если 


основание логарифмов больше 1. 224. 8 (-00 <у< +059). 225. а) -/у 
(0 <и< +09); 6) / 0<у<+05). 226. я (и=-1). 227. а Лу 


(О<у< 1); б)-МЛ-и? (0 <у<П. 228. АтзЬ у = 1 (у+ М1 +?) 


(-с0 <иу< +09). 229. АЩЬ у = 5 т и (-1<у<1). 230. х = у, если 
-У 


50 <у<1; х= у, если 1 <у< 16; х=108, у, если 16 <у < +0. 
231. а) Нечетная; 6) четная; в) четная; г) нечетная; д) нечетная. 


233. а) Периодическая, Т = 2 ; б) периодическая, Т = 2л; в) периодиче- 
ская, Т = бд; г) периодическая, Т =л; д) ненериодическая; е) периоди- 


ческая, Т = п; ж) непериодическая; з) непериодическая. 241.1 = 12, 


=_31 в _ 4ас- 5? ео . 
х = 3; м. 243. хо о в ЕЕЫ 244. у=х 36000; Экм; 36 км. 
251. 2=-@; ш=@. 252. р = 1 ("> 0). 263.Ё= 4, р РВ 

с с У а, и” 


п= < Ы (аб аб), хо = 2:. 264. у-10. 287. А- +5; пи =-1, 
а 1 


Л 


би у = (-1)*, если 


с08 ху = Г. 356. у=2 эп х, если [5х - лЁ] < 
п «р-ий < Вт #=0, +1, 2, ...). 351. ди ь(х +; биву= ^’, 


еслих 20; у=0, еслих < 0; гу=х, еслих < 0; у= х*, еслих 20. 
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358. ау=1: б)у= 1, если! < [х|< МЗ; у=0, если |х| < 1 или |х| > 13; 
в уи= 1, если |] < 1; и=2, если [х] > 1; гу=-2, если | > 2; у=2-(2- 2}, 
если |х| < 2. 359. При х < 0 имеем: а) 1) Кх) =1+х, 2) Цх) = -(1+х); 
6) 1) (х) = -2х-х?, 2) Кх) = 2х +; в) 1) Их) = 4х, 2) Их) =-х; 
г) 1) Их) = -мт ох, 2) Кх) = эшх; д) Ш Кх)-е* 2)Кх)--ет; 
е) 1) Кх) = № (-х), 2) Кх) =-№Ш (-х). 360.2) х=-5-; 6-5; вх а; 


г) х = йл (Е = 0, 31, 12, ...). 361. а) (хо, ах, + 6), где хо, — произвольно; 


аа [и 3 2 
6) (-*, =; в) (хо, ус), где т о Ч Ьхо + сх + 4; г) (2, 0); 


д) (2, 1). 372. Корни: -1,88; 0,35; 1,53. 378. 2,11; -0,25; -1,86. 
374. 0,25; 1,49. 375. 0,64. 376. 1,37; 10. 377. -0,54. 378. 0; 4,49. 
379. х, = -0,57, и, = -1,26; х, = -0,42, у, = 1,19; х. = 0,45, у. = 0,74; 
х. =0,54, у, =-0,68. 380. х, = -1,30, у, = 9,91; х› =2,30, у. = 9,73; 
х. = -0,62, у. = -9,98; х. = 1,62, у, = -9,87. 382. а) Вообще говоря, нет; 
6) да. 385. Ограничена сверху и неограничена снизу. 387. Ка) и (5). 


388. 0; 25. 389. 0; 1. 390.0; 1. 391.2; +00. 392. -—1;1. 393. -/2; №. 
394. 5; 4. 395.2) 0, 1; 6) 0,2. 396.0; 1. 397.а) 8; 6) 0,8; в) 0,08; г) 0,008. 


398. а) л; б) л; в) п; рл. 411. а) 1; 6) 2; в) 5. 412. 6. 413. 10. 


опа |) 


414. Ёпт(п - т). 415. 53. 416. ()” 417.1 2 . 418.-Ё. 419.1. 
2 ` 2) ° 2 2 


420. 1. 421.1. 422. 1. 423. (2). 424. а) "+0; бат. 425. т. 
426. Ва". 427. 1+0. 428. ТП. 429. х+1. 480. 5? тах ®. 
431.1. 432. 5. 433. 3. 434. а. 435. 1. 436. = аЗл. :. 438. —2. 
439. а 440.1. 441. тд т 
чат. 2. 448.3. 449.4. 450. Г. 451.1. 452. © -Ё. 453. © +8. 


455.1... 2.1. 456. 1. 457, (а+Ъ). 458.1. 459.-Ё. 460. 1. 
т 2 п! 2 2 4 


461. 2. 462.2. 463. :. 464.1. 465. (а, +а, +... +а,). 466. 2". 467. 2п. 
468. Шт, х = ©, Ш х›=-°. 469. а=1,6=-1. 470. и == т. 


({=1,2). 471.5. 472.0. 473. о. АТА. а) 5; 6) 1; в) :. 475. 5. 


476.2. 471.4. 478. 5. 479. 5. 480. 2 . 482. соз а. 483. -зш а. 484. зес? а 
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ль В 


@я (+, № = 0, +1, ...). 485. -_1 


5112а 


(а > Ап, где Е — целое). 


486. Эта (а* (2+ И ‚ где А — целое). 487. — Е (а= Ед, где Е — 
2 Ш 


целое). 488. —51т а. 489. -сова. 490. с (а= (2Е+ 15 › гдей — целое). 
491. 2с0за а @ 7 Ат, где № — целое). 492. 3 п 2а. 493. -3. 494. 14. 


495. 496. -24. 497. — °032а Чая (2к + о ‚ где & — целое). 498, 


1 
з’ 

1 

499. я 


. 500. 4. ыы. 502. ‚/2. 503.0. 504.3. 505. 0. 506. а) 


г 
4’ 
1; 
3 2 


, 


6; в. 507. 1. 508.0. 509.0. 510.0. 511.1. 512. ез. 518. 1. 514. е*?, 
-в 


515. е”". 516.0, если а; < @2; +59, если а > аз; е “ ‚еслиа, =а». 511. е. 


3 
518.е'. 519.а) 1; 6) /. 520. оба {ат п — целое). 521. е?. 522. с. 
х2 
523. 1. 524.е?. 525.6. 596, - 5271. е°*1. 528.е 2. 529.1. 530. 1. 
е 


531. 


> 1 


- 532.0. 533. 1. 534. -2. 535.3. 536.83. 537. Юве. 538. 24. 
5 2 2 х? 12) 


539. (2). 540. а) 0; б)п. 541. ша. 542. а°ш@. 543. ай ш еа. 544. с?. 
е 

545. а) 5; 6) еЁ?-о2, вт; г) 2. 546. е?. 547.1. 548. 69" ^. 549. а’ ша. 

550. а” ша. 551. е@*%. 552. шх. 553. шх. 554. “6. 555. МаБ. 


1 
3 ар „С пас 1 а г аа 
556. \/а6е. 5571. (а'®ее) . 558. 1. 559. (222) . 560. а*" ша. 


аб 


561. а) 0; биз. 562. т 8. 563. -ш 2. 566. а); 51. 567. 1. 568. 0. 


569, па”. 570. 1. 571.1. 572. -2. 573. с?. 574. в". Бу 9+В. 576. а) 1; 
8 2 ов 


6) 5; в) 1. 577.а) 5; баз. 578. а) спа; б) за; в) -1. 579. а) ш2; 


1 
2 
2 _т п _л зп 1 
6) 1. 580. е^?°. 581. 5. 582. 5. 583. 5 584. ие 585. ЕТ 586. 2. 


2 
и. 1. 589. 1. 590. е*. 591. а) 0; 6)0. 592. а) +оо; б) 5. 
593. а) -1; 6) 1. 594. 1. Ш. 595. а) 7; б)-1. 596. а) 1; 6)0. 597. 2) 0; 
6) 1. 600.2; 1;2. 601.0; (-1)"-1; (-1)". 602. 0. ов 1. 604. 0. 605. 1. 606. 0. 
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3. 6) у = 1, если |х| < 1; у=0, если [х| = 1. 614. 6) у=0, если 0 <х< 1; 


—. если х =1; и=1, если 1 <х < +00. 615.у= -1, если 0 < м < 1: 
у = 0, если М = 1; у=1, если {> 1. 616.у=|х. 617.у= 1, если 0 <х<1 
у=х, если х > 1. 618. у = 1, соли 0 << 1; ух, если 1 <х<2; у=®, 


еслих >22. 619. у=0, если 0 <х<2; у=29 , еслих= 2; у= <”, если 
х>2. 620. 6) у — 0, если хЯ (2% +15; у — 1, если х = (28 + 1)5 
(Е =0, +1, +2, ...). 621. у= т 2, если 0 <х<2; у= Шх, еслих>2. 
622. у =0, если -1 <х< ЕЁ; у=5(х- 1), еслих > 1. 623. у = 1, еслих<-1; 


у=е**1, если х > -1. 624. ад у= х, при х < 0; из, прих=0; у=1, 
прих > 0; 6) г. 625. а)у= х при 0 <х<1и4-1<х<48+1; у-х 


при А-З < х< 4-2 и4-2<х< 4-1; и + х) прих= 2-1 


(Е =1, 2, 3, ...); б) у=0, если х — рационально; и = х, если х — ирра- 
ционально; в) контур квадрата шах{!х|, |} =1. 627. ах =1, х=-2, у 


Е бу-х+ь прих — ©, и=-х- 5 при х— -0; в) и= з- = г) 
у = х при х -> +55, у = 0 при х -—> -59; дду=0 прих — -©, у=х при 
х— +00; ду-хчт. 628.0. 629. т. 630. 1%. 632.1. 638. 4. 


[< 
© 
| 


684. > та. 635. /2. 636. 2%. 687. 1. 5+ Л +4а). 2.8. 3. 2. 


4. ВЕ. 638. а) Лух-Ь 6)1- 1-х. 641.а)2; 6) +5; в) 0; г) 1; 
д)2; е) 1; ж) 2351. 643. а)1=-12=2; 6) 1 2, 1=2; в)1=2, Б=е. 
644. а 1=-1, 2 =1; 6)1=0, [= +09; в) 1 2, 2; г)1=0, Ё = +00. 


645. а) Первого порядка; 6) второго; в) первого; г) третьего; д) и 
е) третьего. 653. а) 2х; б)х; в) ут м . 655. а) 3(х - 1); 6) 0-27, : 
2 1 1): 

в)х-1; г) е(х-1); дх-1. 656. а) х?; 6) 2х2; в) хЗ; г) хз. 657. а) [=] ; 
2 з 1 1 
ИВ. ИЕ}, 1 2.) 11 3. 
о 5) в 4) у 9. в - В 2: 6) (1 а ы. Е | 

Эт; д. 663. а) 9,95 <х< 10,05; 6) 9,995 <х < 10,005; 

к 1-х х-1 
в) 9,9995 < х < 10,0005; г) /100-Е <х< „/100+Е. 664. А< о а) А< 3,7 мм; 
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6)А<0,37 мм; в А < 0,037 мм. 665. 100[1 — 10" +0] < х< 1001 +100]; 
а) 81 <х< 121; 6)98,01 < х< 102.01; в) 99,8001 <х < 100,2001; 


2 
г) 99,980001 < х <100,020001. 666.5 = пт [5 1 ). 667.5 = = =0,001х*; 
0 


а) 5 = 105; 6) 6 = 107; в) 5 = 1079. Нельзя. 669. а) Нельзя; 6) можно. 

671. Нет; ограниченность в точке ху. 672. Нет; если функция Кх) опреде- 

лена в конечном промежутке (а, 5), то эти неравенства выполняются всег- 

да; если по меньшей мере а или 6 равно символу ©5, то ша |/(х)| = +. 
хо 


673. Нет; однозначность и непрерывность обратной функции. 675. Непре- 
рывна. 676. Непрерывна, если А = 4, и разрывна при х == 2, если А 2 4. 
677. Разрывна при х = -1. 678. а) Непрерывна; 6) разрывна при х = 0. 
679. Разрывна при х = 0. 680. Непрерывна. 681. Непрерывна. 682. Разрывна 
при х =1. 683. Непрерывна при а = 0 и разрывна при а 7 0. 684. Разрывна 
при х=0. 685. Разрывна при х = ЕЁ (Е — целое). 686. Разрывна при 


ХЕ (=1, 2, ...). 687. х = -1 — точка бесконечного разрыва. 
688. х = -1 — устранимая точка разрыва. 689. х = -2 их=1 — точки 
бесконечного разрыва. 690. х =Оих = 1 — устранимые точки разрыва; 
х = -1 — точка бесконечного разрыва. 691. х = 0 — устранимая 


точка разрыва; х = Ёл (Е = 1, 2, ...) — точки бесконечного разрыва. 
692. х = +2 — устранимые точки разрыва. 693. х = 0 — точка разрыва 


2-го рода. 694. х = г (Е = +1, +2, ...) — точки разрыва 1-го рода; х = 0 — 


точка разрыва 2-го рода. 695.х=бих= 5 т (Е =0, -1,...) — устранимые 
+ 

точки разрыва. 696. х = 0 — точка разрыва 1-го рода. 697. х = 0 — уст- 

ранимая точка разрыва. 698.х =0 — точка разрыва 2-го рода. 


699. х=0 — устранимая точка разрыва; х = 1 — точка бесконечного разрыва. 
700. х =0 — точка бесконечного разрыва; х = 1 — точка разрыва 2-го рода. 
701. х= |л (Е = 0, +1, +2, ...} — точки разрыва 1-го рода. 702. х=Ё 
(Е =0, +1, 4, ...) — точки разрыва 1-го рода. 703. х == #(Е = +1, 2, ...) — 


точки разрыва 1-го рода. 704. Функция непрерывна. 705. х = + 
(п=1,2,...) — точки разрыва 1-го рода. 706. х = : (Е = +, 2, ...) — 


точки разрыва 1-го рода; х = 0 — точка бесконечного разрыва. 707. х = ; 


(Е = +1, +2, ...) — точки разрыва 1-го рода; х = 0 — устранимая точка 


разрыва. 708. х = ВЕС В (Е =0, +1, +2, ...) — точки разрыва 1-го рода; 
(2Е+1)п 


х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 709. х = =, их = т (Е=1,2, ...) — 
Е 

точки разрыва 1-го рода; х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 710. х = . 

(Е = +1, 2, ...) — точки бесконечного разрыва; х = 0 — точка разрыва 


2-го рода. 711. х = Е (Е =0, +1, +2, ...) — точки бесконечного 
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разрыва; х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 712, х = + п (п=1, 4, ...) — 
точки разрыва 1-го рода. 713.х =0, х=1их= — точки разрыва 1-го рода. 
714. х=рд(Е=О, +1, +2, ...) — точки бесконечного разрыва. 715. х = + Ил 
(Е =0, 1,2, ...} — точки бесконечного разрыва. 716. х = 1 их=3 — 


точки бесконечного разрыва. 717. х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 
718. х =0 — устранимая точка разрыва. 719. х = 1 — точки разрыва 


1-го рода. 720. у = 1, если О <х< 1; у= 5, если х = 1; у= 0, еслих > 1; 


х =1 — точка разрыва 1-го рода. 721. у- 551 х; х=0 — точка разрыва 
1-го рода. 722. у = 1, если | < 1; и= д, если № > 1. Функция непре- 
рывна. 723. у = 0, еслих 7 Ёл; у=1, если х=йл (Е = 0, +1, 12, ...); 


5 | и 


х = ЕП — точки разрыва 1-го рода. 724. у = х, если [х — Ёп < Е ;у= р ; 


если х = т зу — 0, если 5 < х- вл < 87 (#=0, +1, 42, ..; хе — 
точки разрыва 1-го рода. 725. у = 5%, если Ап < х< А+ 2; у 2-х, 
если +5 <х< тт; у- 0, если х = #1 +5 (#=0, +1, и я т — 


точки разрыва 1-го рода. 726. и = хприх < 0; у= х? прих> 0. Функция 
непрерывна. 727. у = 0 прих < биу= х прих > 0. Функция непрерывна. 
728. у =-(1 + х) прих < 0; у=0 при х=биу=1+х прих> 0; х=0 — 
точка разрыва 1-го рода. 729. Нет. 730. а =1. 731. а) Функция непре- 
рывна; б)х =-1 — точка разрыва 1-го рода; в) х = -1 — точка разрыва 
1-го рода; г) х = Ё (Е =0, +1, +2, ...} — точки бесконечного разрыва; 
хе К (Е=О, +1, 12, ...) — точки разрыва 2-го рода. 732. 4 = -х при 


—60 < х<0; 4-Оприо<х< 1; 4-х- 1 при1 << 8; 4-2-хпри 
В <х<2; 4=О при? <х< 3; а =х - 3 при 3 <х < +5. Функция 
непрерывна. 733. $ =Зу- 1 при 0 < их 1; 9-5 + 2у при 1<иу<2; 


== 5+ уприа <у<3; 6= 5 приз <и< ©; функция — непрерывна; 


т у при 0 <у<1; 6=2 при! <у<х2; БВ =1приа <у<3; 6=0 
приз <у< +509; х=дих = 3 — точки разрыва первого рода. 735. аа 
при х 70 и непрерывна при х = 0. 137. Разрывна при всех отрицатель- 
ных значениях и положительных рациональных значениях аргумента. 
738. [(0) = 0,5. 740. а) 1,5; 6)2; в) 0; ге; д) 0; е) 1; ж)0. 741, а) Да; 
6) нет. 742. а) Нет; 6) нет. 743. Нет. Пример: Кх) = 1, если х — раци- 
онально, и {(х) = —1, если х — иррационально. 744. а) КЕ(х)) непрерывна, 
&(Кх)) разрывна при х = 0; 6) К&(х)) разрывна при х = -1, х=Оих=1, 
&(/(х)) = 0 непрерывна; в) (&(х)) и &([(х)) непрерывны. 745. /(9(х)) = х. 


759. = ИО; а+а=0. 760. х=у-№, если ЗЕ <у<2Е+1 
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(Е=О0, +1, +2, ...). 764. КИх)) = х. 167. х=-цу (0 <ух +09}; 
х = у (0<у< +09). 768. х=1- МЛ -у (9 <у<х 1); х=1+ Л-у 
(-00 <у< 1. 769, к НИ (кух, хи <<. 


770. х= (-1)! агсэш у + Л (=0, +1, +2, ...) (-1<у<и. 
711. х = 2Е1 + агссов у (Ё = 0, +1, +2, ...) (-1<у<1). 172. х = агов у + Ёп 


(Е =0, +1, +2, ...) (-00 <у< +500). 176. & = 0, если ху < 1; = 350 х, 
если ху > 1. 779. а) у=-5, если —1 <х< 0, и = 2 агсаш х - 5 › если 
0<х<1; б)у= (п + 4 агсыт х), если < = 0, если 


в <х<-Ё;у-=п-4 агат х, если > <х< 1.780.у=л -=(-= <х< =]. 
„/2 /2 2 2 2 


2 
181. у= Мх2-1 (1 <х< +95); у= /х2-1 (1<х < +09). 182. Для всех Ё, 
для которых $(#) = х, где х — произвольное значение функции ©(®, 
функция \\(Р) должна иметь одно и то же значение. 783. Множество 
значений (т) при @ < т < В должно быть интервалом (а, 65). 784. Для 
всех значений х, для которых 9(х) = и, где и — произвольное число из 
интервала (А, В), функция \(х) должна принимать одно и то же зна- 


чение. 785. |5] < —- см. а) 0,5 мм; 6) 0,005 мм; в) 0,00005 мм. 


786. а)8< 1; 6)5<2,5 : 10-4; )8<8.10*; раз (Е < 1). 


793. а) Да; 6) нет. 794. Равномерно непрерывна. 795. Не является 
равномерно непрерывной. 796. Равномерно непрерывна. 797. Не явля- 
ется равномерно непрерывной. 798. Равномерно непрерывна. 799. Рав- 
номерно непрерывна. 800. Не является равномерно непрерывной. 


802. а)5-=5; 6)8=5; в) 5 = 0,018; гб =е?(=<1)}; д 
е)б = па (5,55 ти =). 8083. п > 1800 000. 808. а) ‹›;(5) < 35; 6) ,(5) < №5; 


(5) < т в) /(5) < 5,5. 818. /(х) = сов ах или Их) = сп ах. 


а 
819. (х) = со ах; &(х) = + совзах (а = сопз®. 


Раздел П 
821.Ах = 999; Ау=3. 822. Ах =-0,009; Ау = 990 000. 823. а) Ау =аАх; 
6) ду = (2ах + БАх + а(Ах)?; в) Ау = а“а^* - 1). 825.а)5; 6) 4,1; в) 4,01; 


г) 4 + Ах: 4. 826. З+ 31 + 12; а) 3,31; 3 ; 6) 3,0301; в) 3,003001; 3. 
827. а) и., = 215 м/с; 6) и, = 210,5 м/с; в) и, = г 05 м/с; 210 |. 


828. а) 2х; 6} 3х2; в -— ; е} 


= х 
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ПЛ Е=о +1...) __1 = =0. +1. ...): 1 
(х = (2Е 05 ‚Е =О0, +1, ...); ж) Е (хярм, Е=О, +1, ...); з) т 

. те у 1 8: 0: д 
(х|<1; и) — <); к) пре 829. -8; 0; 0. 830. 4. 831.1+ 1: 


832. (а). 834. у’ =1-2х; 1,0, -1, 21. 835. у’ = х+х-2; а)-2; Г 
6) -1;0; в) -4; 3. 836. 10а3х - 5х“. 837. т 838. 2х - а +. 


а+ 


839. 2(х + 2)(х + 3)2(3х? + 11+9). 840. х эп 2а + соз 2а. 841. тп[х" 7+ 
+ "тт 4 (т + п)х" +". 842. а) (1 - (1 - 21 - ЖЕ + 6х + 


+ 1552 + 14х73); 6) -20(17 + 12х)(5 + 2х)(3 - 4х). 843. -(= +А + 5) 
х Хх‘ х 

(х = 0). 845. 21+) (#1). 846. 20-2). вал. ха _ 

(1- х2)? (1-х+ 2 (1-х (1+ ху 

= 1). 848 12-6х-6х2+2х1+5х1-3х5 (&=1). 849 _(-х- | (ф+а) + Ф- 9х] 

ре (1-х)з мА (1х) +1 
(хя -1. 850, р - (4+ Ох - ф+а- 02] ая -1. 
1 1 1 1 1 

И (х> 0). 852.-1- ве 

2х ЗЗД ххх ЗИ | 

2 1 1+2х2 б+ 3х + 8х2 + 4х3 + 2х1 + 3х? 

853. ЕЕ И. Е 
33/х хх 1+ х? 2 + х? 3/ (3+ хз)? 

(хе 3). 856. — п-т-мтх 857. т (< |]. 

(п+т)" +" (1-х) (1 +х)т Ш 


2 Я 1). 859. 1. 860. как х+ Их 
З = 
(1+2): Вх + ххх + Их 


898: 1-х8 №1 - хз 
(х#0, хх -1, хя-8). 


(х> 0). 861. 5- о ее: 

ТЕ ИУ 
862. —2 со; х(1 + 2 зщ х). 863. х? зп х. 864. -э1п 2х - с08(соз 2х). 
865. п з1ш1" 1х: с05(п + Рх. 866. соз х : соз(&шт х) * соз[выи( 1 х)|. 
867. 251пх(созхапх? - хышх с05х2 (2 РЕ Ё=1,2,...). 868.1 + с052х (хип 


9? х? 251 18х 
пяпх 2-1 х2 
в=0, +1, +2, ...). 869. их. (х= п, ® — целое) еее 
с05"*1х 2 (совх + хзшх)? 


2 (хх вт; Ё=О0, +1, +2, ...). 872. 1 +48 х (хи (В+ 17; 


° зш2х 
а -16 сов? 
В=0, +1, 42, ...). 873. — 8 (хил, Ё — целое). 874. ——__@. 
Зах Ух азшз2Х 
а 


(х = Ата ‚ Е — целое ] . 815. —3 55? х вес? хз (2 403 х) * соз[со52(453 х)|- 
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1 
[= итал, в — целое}. 876. -2хе-=?. 877. - (2 вес?1 - ш2. 


878. х?е. 879. х?е-* зп х. 880. СХ - 695%) (у и Эрл, Е — целое). 


251135 
881. ть эт х. 882. „/а?+ 62 еб за Бх. 883. еЧ 1 + е”” (1 + ег"). 
884. у (№ г Е. 1—9 (х>0). 885. а° х1"-1 + аха Га" ша + а*аа" ша. 


886. 5 ее. 152 2 (х#0). 887. — ® (х>е). 888. — 6 (х>0). 


и хшх ш(Ш3х) 


1 п 


2 1 : 
= 2) 893. ить = 1. мет (&>-1. 


х2+1 


х*+а*. 


х?+1 


=: 8 1 =: 
899. 1 а р 900. << 1.901. п; Ох т, 
Е — целое). 902. _ = (Е- 2 < 5, & — целое. 903. —с483 х (0 <х-2Ет < Л, 
>. 2-1 и со52х в 
& — целое). 904. — 1 [хя 21 л, Е — целое }. 905. 595.2 (0<х- 21 <, 


к — целое). 906. 24а. 907. -№Х (х>0). 908. Е шх(х> 0). 


а+бсо5х 


и 


909. — 2х. 910. я 911.251 (шх) (= >0). 
1+1 +? (еж шт] 
х х х 
912. пхп шх (о <х-2л < 5, Е — целое } 913. : (< < 2). 
914. 1 _ (х-1<,). 915. р - (20). 916. т (х #0). 


а 2 х | ВВ 2 
917. 5. 5 20). 918.- = агссоз х (5 < 1). 919. агсят т (х20). 


ее > ( „28-1 ое | 

920. Е (|| > 1). 921. зп (с08 х) |х п, Е — целое |. 
922. 25Е1( 5х) 605Х (уж орд, в — целое). 923. 1 + с08х (0<х-< п, 
1 + со52х “зшах 2 


& — целое). 924. Е, << 925. 1 (#71). 926. 1(х= дит, 
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== ЗЕ ЗИ (у Е 
в — целее}. 927... 928. - "91 (х#0). 929. Е 


(2 <1. 930. 1+". 931. -2 сз х- агоби (5т х). 932. А 
1+х 2х /х- Е: 


х 


>И. 933. 4+" (ха). 934. 2-х. 935. ит (ия 1. 


(х+а)(х?+62) 


936. =. т Щ#-1. 987. (аговл 2)? (4 < 1). 938. о (<<. 


хшх хагссо5х ри 
989. ря (> |. 940. дет (2 < 1. 941. = (= 2) 


942. и. ие (х<1. 944. = (2 <1). 945. я 
(0 <х<а). 946. Е (+ И< <). 941. = ‚948. тех 
(х г АТ, в — целое ). 949. ЕЕ - Е п т («< 1. 
и. 952. 5атв 953. Этазви(совх сова) 


1 „1+ хх“ = 
(созх = соз а). 954. Е ЕЕ (0 << 1). 955. Ее (я 1). 


4 2х(с05х2 + зп х?) Г 
956. —— __— (м<1. 951. > |0<х< |+ л 
(1+х2)2,/1 - х2 | | | /311(2х2) | | | >) 


Е=0, 1,2, ме 958. 2х[ет(соз 2?) + зеп(вш х?)] (= т, #=0,1,2, и 


950. 2 аговё х. 961. 
+ 


959. —2Т_ . обагомт ®) со т (агсат х) (|х| < 1). 960. а) с; 


М1 -х? бьЕ" 


ЕО ке Зы ей 
‚л/а х Ах хзов т [т сов) Е 
1+3 шо. зщ (25). 5 

ое) рр + п хуя" (2 +тх +2) 

3 З/х2. сов2 2 е 


(х > 0). 962. х°-1х=" (1 +а Ш х) +а*х“* (1 + ша шп *] + х‘ах та(1 + Ш х) 


1_ 
(х> 0). 963. хх ь (1 -Шх) (х>0). 964. (т х)! 1 °°°*. (45? х — ш яп х) - 


— (соз хх (122 х — п с08 х) [0<=-2ил < 5, Е — целое |. 


965. 1. ох — 2 112 х + хшх а (а х)] (х>1. 2. узи их х 
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И ми. | Е 
хи ЕВЕ: Чак? х[ пл - 5Е1(с0$х) ы созх . звп(&тх) 
агссо5( с03* х) агсзт (9112 х)./1 + зт2х агссо$(с052х)./1 + 052 х 


(= я ет, в -=0, +1, ...). 966. —1 (08, г)? (х>0, хя 1). 967. 11? х. 


968. -—*_ (х>0). 969. -—_. 970. ЗВ) (хх 0). 971. аЕбстя 
"Хх с х спх 


фнасрх ° 
972. -—911 2х 973.-—2 _ агссов х 1 (агосоз х) (4 < 1). 974. - =. 
УТ + с051х 1-х? я 41+ х4)з 
-х2 Н —х2 го 
975. ет воет (ин). 976. аа ароыи а (а>0). 977. а) экв х 


3 1+а2*)2 
(1-е-2*?)2 ( ) 


(х = 0); 6) 2]; в) к (х20). 978. а) (х - (х + 1)26х - №) зе (х +1}; 


1 
хх? -1 
0 <х<1; и=2х-З3 при 1<х<2а; у=Т при 2 < х<{ю. 
980. у’ = 2(х - а)(х - 6) (2х -а- 5) при хер, 6]; у’ = 0 прихе [а, 6]. 
1 


981. и’ = 1 прих < 0; и = № приб<х < +0. 982. и’ = при 
1+х 1+х2 


6) 5 эт 2х |1 х|; в) (|<! > 1); г) ^[х] яп 2лх. 979. у’ = -1 при 


Й 


-1<х<ЦШи= 5 при |х|> 1. 983. у’ = 2хе-я? (1-х?) при |<; 


, 1-х-х? 54 - 36х + 4х2+ 2х3 
= > 1. 4. НБВЕНЫНИ О Ее Е Е 
у’ = 0 при [х| > 1. 984. а) ва. 6) ЕТ (хо, х я 1, 


х= +3); : и, ; п . 985. а) ФФ’ (х) + уху (х 2(х) + 200 = 0); 
я-а ля нее: 
‘(еу(к-Фсо (ах) т 1% (=) _©'(<) 
ОР чаи) о - С О 


у (х) 1 _ Ф'(х) шу(х) и..2, ; зн Л + 2.41. 
г) о то о а 2х[(х“); 6) эт 2Ё (зи х) — Р(сов° х)]; 


в) с [е* Ге) + РОдКе"1; г) ГОГ СЭМА ГРОЗ: д) 1000! 988. 35? + 15. 

989. 6х2. 992. а) п>0;б) п > 5 в)п> 2. 993. аап2т+1;6)1<п<т+1. 

994. ф(а). 995. [р (а) = -9(а), Ё (а) = 9(а). 999. а) Недифференцируема 

2-1 
2 


при х = Г; 6) недифференцируема при х = п, Е — целое; в) диф- 


ференцируема всюду; г) недифференцируема при х = йх, № — целое; 
д) недифференцируема при х = -1. 1000. 7’ = {= 61 х прихяди 
Ё. (0) =-1, 1, (0) = 1. 1001. [ (х) = Ё (х) = 1х] соз пх при х * целому числу; 
Е! (В) = л( — 10-1), К () = ПСТ) при # целом. 1002. ф (х) = # (<) = 


бе Поло в т) = 


д ет л 2 
с08 Е эт 2] 3 п (соз7) прихя —- 
( х х х ы х р 2+1 
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=-@в+ ут, (т = (5+1). 1003. (4) = {9 = т при 


вп < [| < ИЕ (-=0, 1,2, ...); Г) =-Ь 0) = Г 
Е (Иав+ 1) = оо, [ (/2п) = +00 (в=1,2, ...). 1004. Й (х) = Ё(х) = 


аи | _ и , о _ 
= —_^_ прих?=0; р (0) =1, РЁ (0) =0. 1005. р (х) = Ё (х) = 


хе`*х 
2 ы 
(1+2) 1-е" 


при х70; [(0)=-1; Ё (0) =1. 1006. А (5) = Ё (х) = г. где == -1 
при О< |< ТГиё=1 при 1<{[]| < +0; (Ш = ЙО = 
1007. (х) = Я (2) = 231) прихя 11; АО = 1, КО = 41. 


1+х2 


1008. /(х)= д 0) = ош — - == при хя2; /, (2-11. 


1009. 1. а) #0-=-, 7) - ; б) Р,-Е-5; в) Г (0) = 1, (0) = 


1 
2 
1010. а=2х; Б=-х. 1011. а= РР (5); 6 = Иж) — жЁ (5). 
а р ИНОЕ О-В о 1014 
а и 3.а а: ы .а) Можно; 
6) нельзя. 1015. а) Нельзя; 6) нельзя. 1016.а), 6), в) Функция Р(х) может 
как иметь производную Ё’(х), так и не иметь ее. 1017. х = #л (Ё =0, 
+1, +2, ...). 1018. а) Не может; 6) может. 1019. 1) Не обязательно; 2) обя- 
зательно. 1020. 1) Не обязательно. 1021. Не следует. 1022. Не 


следует. 1023. Вообще говоря, нельзя. 1024.а)Р,„= Е 


1012. А = 


(1-х)? 
пх п+1 
— 1+х- (л+ 2х7 (212+ 2п- ЮПх" т пхп 2, мо Ио, 2 ый 
&, = Е ‚ 6) 5„ = в 29.5 
(1-х) Ще 
эт 
2 
пот зт2 1, _ за пзьИХеВ п 5х - 57 
т, = ей. 1025. 5, = ы 
112 2 
25т 7. 251 5 


1026. 5, = р си 2: — ср х. 1029. 40п см?/с. 1030. 25 м?/с; 0,4 м/с. 


1031.50 км/ч. 1032. 5(х) = © ‚ если 0 < х<7; 5(х) = д? -2х+2, 
если х > 2; 5’(х) = х, если 0 < х< 2; 5") = 2х -2, еслих> 2. 


1033. 5(х) = ы а? -х? + -— Е > гс |, ; 5х) = Ма?-х? ввп х (0 << а) 


. 1035. у’ = = 1036. а) оо < у < +09; х. = © 


1034. у’ = : ; 
ы +10’ 1-Е=созу х+1 
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1 1 
б) -<0 <и< +: х'’ = ;в) -0 < и< +00; х’ = г <и< 
) у я, а. ) у х, то )-1<и<1; 


д =. 1087. а) м =- +. -у (9 << 1; х.=-/1- И-у 


и 


(О<у< 1); 3 = Л -Л-у << И; х.= П+ Л-у С° чу у: 


а 1 Е р Е 
= =1,2, 3, 4); ба = (Оку д, = | 
м = та @ Хо, =, Оу жа ДЕ: 
0<и<1)} х == (=1. 2); вх. = -ша + Л-у) << ух; 
у 
хо т И Фу 1 >, = и (-1, 2). 1038. и =-8х 
1 ри ах 


х(1+ 1; 8; -8 и-9; (-4 4). 1039. , ГиЫ (20,71. 1040. у =-1 
2 2 #(1- /0" 
| 


(О 5х= 1) 1041. и) =? ое < И п). 1042. и, = 2 ВЕ > 0}. 
$ 


1043. и = ве [я [и 1х, Е — целое \. 1044. у. = ев Ее Ал, В — 
© / 

целое). 1045. у’ = Ш: Ш +=] й + ил, - + АЛ | 1046. у’ =зби Е 

(0! < +05). 1048. у’ = и; В;-5. 1049. . . 1050. 25. 1051. - |. 


1052. И. 1053. 21У. 1054. а) +5 (ф + агс1е Ф); 6) сё ше (20, 
х х-и Ра 


ф7 ==); в) (ф -атсв т}. 1055. а) у 3/4 (+1); у ие +1; 
х т 
биз, х=2; эх =З, у=0. 1056. а) (2, 21]; 6) (0, 2). 1058. М < Ен 
2 < <л. 1059. шах |у; — | = 10л = 31,4. 1060. 1. 1064. а) 2 агсв = ; 
а 


бт. 1066. ||. 1069. и, 1071. 5? - 4ае =0. 1072. [2)' + (} =. 


п 

1078. а=2. 1077. а) 3х -2,у=0, 2х +3у=0; 6) 3Зх-и-1=0, 
е 

х +3у-Т=0. 1078. ау=х, у=-х; 6) 3х -у-4=0, х+3у-3=0; 

ву=-х; у=х. 1079. у- 2а= (х-аь) в 2. Касательная к 


циклоиде перпендикулярна к отрезку, соединяющему точку касания с 
точкой соприкосновения катящегося круга. 1081. Зх + 5у - 50 =0, 
5х — Зу- 10,8 = 0. 1082. х рае. 2х -у-1=0. 1083. АК1) = Ах + 
+ З(Ах)? + (Ах); аКП = Ах. а) 5,1; 6) 0,131, 0,1; в) 0,010301, 0,01. 
1084. Ах = 204: + 5(АЬ)?, ах = 2041; а)25м, 20м; 6) 2,05м, 2м; 
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в) 0,020005 м, 0,02 м. 1085. -Ч2 (х#0). 4... 1087. 
ах х*-а 
(а). 1088. . 1089. —3Е1@ 9х (х| <|а|). 1090. а) (1 + х)еах; 


В - шх ах ах 
6) ха х 4х; в) -^ (х= 0); 2-2 №Шх ах (х>0); д ; е) 
) хх > 2+2 (1х2 


фо - 259% (< 1); эм (> и) 4% [хит дм, 


в — а. 1091. ро аи + шш о + ио аш. 1092. Аи иЯВ (= 0). 


1093. о (+? 0). 1094. 294248 (О). 
3 и? +0? ь 
(и?+ 02)? 


1095. ши + оо (и + >0). 1096. а) 1 - 4х3 - 38; б) а [сов х- эт) : 
и? +0? 2х2 х 


в) -спх (хх рт, В — целое); г) —№?2 х (х = р + Ал, Е — целое! | ; д) -1 


(15| < 1). 1097. а) Увеличится на 104,7 см?; 6) уменьшится на 43,6 см?. 
1098. Увеличить на 0,0223 м. 1099. 1,007 (по таблицам: 1,0066). 
1100. 0,4849 (по таблицам: 0,4848). 1101. -0,8747 (по таблицам: 0,8746). 
1102. 0,8104 = агс 46°26’ (по таблицам: агс 46°24”). 1103. 1,043 (по таб- 
лицам: 1,041). 1104.1.а)} 2,25 (по таблицам: 2,24); 6) 5,833 (по таблицам: 
5,831); в) 10,9546 (по таблицам: 10,9545); 1105. а) 2,083 (по таблицам: 
2,080); 6) 2,9907 (по таблицам: 2,9907); в) 1,938 (по таблицам: 1,931); 
г) 1,9954 (по таблицам: 1 — 1106. 0,24 м2; 4,2%. 1107.5, <0 и 
1108. а) 5, = 5; 6) 8, = 25... 1109. 0,435. 1111. к. 1112. 


2)3/2 


(1- х2) 

< 1). 1113.27 (22-1). 1114. 29 [ха ВИЛЛ, ь-0, 1... 
соз3х о 

+ Ч + 2х) агомлх 1 

а к (1 х2) 5/2 < о. 1117. . 


(х>0). 1118. РР) (Кх) > 0). 1119. -2 вт (ш д) (х>0). 


1120. (0) = Ъу(0)=1,у”0)=0. 1121. 2(и" + и?). 1122. и 


и? и? 


1115. -2®_ +2 агси х. 1116. 
1+х? 


(и > 0). 1123. + м и)" (242 > 0). 1124. у’ = их 


2 ‚’ , ту! 
х [ом ош и ти) о и + вн +0’ т и |. 1125. у” = 4х? [/(х2) + 


ЗИ: у" = в а) + 1х 1" (д). 1126. "1 "(:) +271; 
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у’ = ор" (е*) + Зе (е*) + е*[ (=). 1128. у” = С [7”Цт х) - РИь х)}; 


= > [рп х) — З/п х) + 27 х)|. 1129. у" = 9х) (20) + ФФ); 


и = ООО + Зе” ОГ 9 + 66999). 1130. а) е* 4х; 


х 2 2 ах? 2 шх-3 2 
6) е*(ах*“ + а“х). 1131. ха 1132. —_ 4х (х>0). 


1133. д [а + ш х)? + =] ах?. — 1134. и 420 +2 ди ар + ь а?и. 
х 


1135. они а иейно чин (&>0). 1136. и" -? 5" - [тт = Пи х 


х аи? + 2тпои аи ао + п(п - Ти? аь?] + ио(то а?и + пи а20)}. 
1137. а" 11 а(аи? 1 а + 42). 1138. [(6? - и?) ди? — 4ио ди ао + (и? - ,?) вх 
х (м2 + 02) (и аи + о аъ) (и? + 52)? (+0). 1139. [-2ио аи? + 
+ 2(и2 — 02) аи 4. + Зио ао? + (и? + ь2)(о аи - и а) (и? + о)? 


24. 2 > ‚ 1140. Е Е ЗИ 21). 1141. = 1 х 
а ео ео. У ^ дыни’ 
1 оз 
у=- —— (= к, Е — целое). 1142. у” =- з = 
а? 511? 4 ат 
4451142 4а? тт 
2 2 
(+= 2ьп, Е — целое). 1143. у" = е-! у" = е- 2 (25штЁё+ с05#) 
/2 созз +7) Лесов 1+1) 
4 4 
а = о Ток РЕ й 
ЕТ Уит, 0, +1, 42, ...). 1144. Р-Р" (790. 
[ет из" В 00 
а И ее, НИ уву 
р уз уз ут 
#0). .-&, -25 -175х _3 —_25 _ 225 1141 р, _Р ЗР. 
У =0). 1146, =, 28, 15, 1, 2, 25 ен 
114 | ть 2х-у, Зв 6 3 2 54х | 1149. — ау, 
в И По 9 @-2 У ну 
„_ _2х2у - [3(1 + и2)2 + 24 (1 - и2)]. 1150. и= чи, и 2 чу). 
У пач и ЕР. (х-у)з 
1151. а = 3); ь = (хо); с = Иж). 1152. 20 - 10 -10; 0, -10. 
ата рт, ре 41а оз 27 з 
1153. ъ =” ВЫ т, Ш т +. 1154. х = оо с0з @, 
у= орт а зо = „ое ЗорЕезт о + 82 Руша буква - Ех ; 
2 2006032 0 


Е 2 
т $72 зип 24. 1155. х? + у? = 25; 54, 50. 1156. И’ = 4-65 7-0. 


„ _ апт Ю(т+2) = (10) — _ 17 > н 
1157. у а (х20). 1158. у ТЕ (х> 0), где п 
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обозначает произведение натуральных чисел, не превышающих числа п, и 
8! 
(1-х) 


100) — 197!(399-х) 20) — 920 2х 
(х2Ъ. 1160. и та = «<. 1161. и? = 22 (х2 + 20х + 95). 


1162. уб® = е* о (21 уе, где А = 10.9... (11-Й и А% =1. 


одинаковой четности с ним, т. е. 17!! =1.3.5... 17. 1159. у® = 


=0 


1163. и® = -5, (х> 0). — 1164. у® = аа = о шх (>20). 


1165. ибо = 250 ее х? эт 2х + 50х с08 9х + 222? 1225 эп 2х). 1166. у” = 


8-98 -= 98 Ба Зе = 28 - соз 3х (== з . 1167. уй9 = 
{1-3х): (1-3х): 
—28 зп 2х — 218 эт 4х + 28 - 310 зп бх. 1168. у1°9) = хзН х + 100 сн х. 


1169. и\ = -4е* соз х. 1170. у® = - © + (= - к + 98 эт 2х + 


+ (9 - 180 + 122 +32 шх) соз2х. 1171. 120 42°. 1172. - 18 4 
х х х 8х3 Их 


(х > 0). 1173. -1024(х соз 2х + 5 чт 2х) ах!0. 1174. е* (1 х+ - БИ 


х?2 


хз 


о —) 4х“. 1175. Ззтхзнх 4х8. 1176. Зи? би + 20 аи @и + 


+ 90 42и 4ви + 240 а?и а'и + 420 али аби + 252(48и)?. 1177. е* (ий + 


+ б4и? Фи + 4 ди 43и + 3 Фи? + аи). 1178. 29% _ Зашали у Чи. 
и и и 

1179. 4?у = у” ах? + у’ 4х; ау = у" ах? + Зу" ах а?х + у’ ах; 

44у = и\ 4х + бу” ах?а?х + ду’ ах а3х + Зу” а2х? + у’ ах. 


ах ау ах ах ау _за2х| Чх ау 
ах 42| азх ау ах 4?у к 
1180. у не у = рр 1187. р Хх) = ап! 
ас 9-00 1150, пи $ |. 1190. (Ти! х 
(сх+а)"+1 х"*1 (1-х) +1 
1 1 1.3... (21-10) 1 
А ее |, 1191. х <= 
[ — 2)" +1 | п+1 ( 5). 
(=-2) р и 


1192. СОТ: 4. (31-5) (37+ 2%) (,>0, 1), 1198. —2”- гов [ 2х+ пл пт. 


3"(1+х)"* 173 


‚2-1 +7”). Зв ( т] - & за { пт). 
1194. 2 сов [2х ” 1195 д эт х+ = - зш | Зх + 5 


1196.3 с0з[ х+ а) +3 со [ 3х + пт . 1197. Мои соз | (а-5)х+ Ч - 
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_ (а+6)" пл (а-ь)" _ пт (а+ь)" 
о сое | (@+5)х+ [7]. 1198. 5 сов | (а Б)х + 4 + г х 


Хх с05 [@+5:+ 77. 1199. ме м [(@-5х+"] ы ав)! 


хэш [ (ан бх+ ^” |. 1200. ©. сов [вх + пр) - во сов [ (22-х 7” | х 


-- Фан) с0з [ (2а + Вх + п= |. 1201. 4"-1 со5 (4х + пт. 


1202. а" х соз [ах + =” + па” 1 эт (= + пт). 1203. а^ [2 - щит 1 ] х 


а 
хэш (= "7 — 21а" 1х со$ [ах + 2). 1204. (-1"ех? - 2(п- Пх+ 
= - х 1 вы в п(п- 1)... (п- А+ 1) 
+ а - Па - 2). 1260. е |: + У‹ 1) те | 
Е-1 
1206. е* ‹ 277? соз[ х + 2). 1207. е* › 27/2 т (х + ==). 


1208. 0 (а + вх" + (11а - 5" (5 < 


(а? т 62х2)" 


1209. е“= [а"Р(х) + С!а"-1Р(х) + ... + Р@х)]. 1210. (а + п) - 
2 


— (-1)"(х —- п] сьх + [(& +п) + (-1)"(х - п)] зВ х}. 121. Ту=е | ПЕ 


ЧИ 0 и-2 4... +"! | ах". 1212. СО ах 1 ах" 
2 хп 1 1 


1=1 


(х> 0). 1214. а) (а? + 2)? . [соз (пе _ г) свах соз (>> + =" - 


— эп [1 _ =" зв ах эт [5х + "т. ; 6) (а? + 52)? [сов (по - =" сВахх 


2 
пт) +51 _ пт пт Е 
хп [65+ пт] + эщ [ле 5 | $В ах соз [5 + 2 )]› где со Ф ==, 
г 
: Ь воп-2р+1 п 
эт ф = . 1215. ие = 5 (-1}р * * 27-21 (р- В)" С., соз| (2р- 
ы /а2+ 6? ГЕИ 2Р [ 
— 2®)х + 2*|. 1216. а) у (При С. 1 Эш [(2р -2Е+ 
Е=0 


С 
+ 1х + >. р 6) у (р — Е)" С, с0з [(2р — 2х + пт] 
о 


Е= 
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В п ыы п- ее, 
5 ОВСА, ов [(@р- Зуи 7] |. 1218. и 
в (1+2)? 


х яп (п агссёе х) (хх 0). 1219. а) 12" "1+ (-1)"]; б) АВ {п> |. 


1220. а) п (п- Па"-2; 6) #20) =0, [2 ' (0) = (-1)(2к!) (в =0, 1, 
2....): в) К (0) =0, ИТ = (0) =[1.3... (28-0 (=0, 1,2, ...). 
1221. а) /2(0) = (-1)т? (т? - 22)... [т? - (28-2), РО (0) = 0; 
6) ^^ 0) =0, (0) =т, [9 * (0) = (-Пт(тй — 12).. (т? — (28 -1)8] 


ив 2% Щи ТАЕ-Т, и. 1 1 
#=1,2,...). 1222. а) К2®(0) = (-1)*-1. 2(2Е 1 (1+1 т, 


уе: БЕТ, 5050 
(%=1, 2, ...). 1228. п! ф(а). 1228. Г„(х) = (-1)" [= = тах" + 


(%) = 2х)" ПТ (оду 


т 


О п жа... + (-1)” пи! | . 1231. Н 


т т(т-1)(т-2)(т-3) (2х)” - 4 
2! 
конечной производной [(х). 1244. А (-1, -1), С (1,1). 1245. Не верна. 


1 2+ хАх + ЦАх)?-х 
1246. а) 0-5; 6) 0 - бе." бе 


- Ах 


_.... 1286. При х = 0 не существует 


х Ах } 1 е\\_1 1 
5 + > . РЕ й ‚с = 
в) 0 Ах ( 1+ т 1 | (х(х Ах) 0); г} 6 т п 1248. [6 = или 


Ах 
/2. 1250. Вообще говоря, нет. 1261. Их) = офах +... +1" 


гдес, (1 =0,Т,..., п- 1) постоянны. 1268. При-°°<х< 5 функция возрастает, 


при ь < х < +50 убывает. 1269. При -©° < х < -1 функция убывает, при 


-1 <“ х- 1 возрастает; при 1 < х < +©% убывает. 1270. При —©0 < х < -1 
функция убывает, при -1 < х < 1 функция возрастает; при 1 < х < +50 
убывает. 1271. При 0 < х < 100 функция возрастает; при 100 < х < + 


убываот. 1272. Функция возрастает. 1273. В промежутках [= р : + = 


функция возрастает; в промежутках (7 + - ь р + = убывает (й =0, +1, 


1 О | 
)=( 2+1’ 24-2 ЦИ 


+2, ...). 1274. В промежутках [5—1 —- 


1 1 1 1 
возрастает, в промеж ках | ——_ И НЕ рен бывае 
р в у - >. ( 28 Эва) ь 


(2 =0, 1,2, ...). 1245. При -с0 < х < 0 функция убывает; при 0 <х < 55 
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возрастает; при е <х < < убывает. 1276. При0 <х< пфункция возрастает; 
п 


при п < х < +00 убывает. 1277. Убывает при —09 < х<-1Ти0<х < 1; возрастает 


7л 13л 
--5 + 24 и ЗИЛ 
при -1 < х<0и!Т<х < +00. 12718. В промежутках [ е № ‚с 1? , 
\ р 
Эт = Ап 11Я ол 
функция возрастает; в промежутках (е 12 ‚е 12 ] убывает 


(Е =0, 1, +2, ...). 1283. Не обязательно. 1298. В точке А кривая вогнуга 
вверх; в точке В вогнута вниз; С — точка перегиба. 1299. График при 
—©0 <х < 1 вогнут вверх; при | <х < +5 вогнут вниз; х = | — точка 


перегиба. 1300. При [| < т — вогнутость вниз; при [|-> т — вогнутость 
3 8 


вверх; х = в — точки перегиба. 1301. При х < 0 — вогнутость вниз; 
3 

прих> 0 — вогнутость вверх; х =0 — точка перегиба. 1302. Вогнутость 

вверх. 1303. При 211 < х < (26 + Пп — вогнутость вниз: при 


(22+ 1п < х< (2Е+2)п — вогнутость вверх; х = Ёп — точки перегиба 


(Е =0, +1, +2, ...). 1304. При {| < Д — вогнутость вниз; при |; | > й — 


вогнутость вверх; х = ЕЙ — точки перегиба. 1305, При [| < 1 -- 


вогнутость вверх; при [х| > 1 — вогнутость вниз; х = 1 — точки 
ВЕ 2вл+ М 
перегиба. 1306. Прие ч <х<е + — вогнутость вверх; при 
Ел т кл. 57 вл. 7 
е 1 <х<е * __ вогнутость вниз; х = © + — точки 


перегиба (Ё = 0, 1, 12, ...). 1307. Вогнутость вверх при 0+ х- 4%. 


1309. 1 = №. 1310. Вогнута вниз (при а > 0). 1318. “4. 1319. 1. 
о./2 [2 


1320.2. 1321.-2. 1322. :. 1323. -1№. 1324. 5. 1325. 


1326. 
3 


вог-а 


а 
5 
ха 


}. 1388. 


1327. 1. 1328. = . 1329. 5 т а. 1330. —2. 1331. 1. 1332. | 


=> 
= 


1334. =. 1335. 1. 1336. 0. 1331. 0. 1338. 0. 1339. 0. 1340. 0. 1341.0. 


1342. 1. 1343.1. 1344. -1. 1345. е*. 1346.е'. 1341. с". 1348. ©"'. 


1349.1. 1350.1. 1351.1. 1352. ея [а = ит, # — целое |. 
ЗпЗа - 126) 


1353. е . 1354. 5 . 1355. 5. 1356. 0. 1357. > . 1358. а'(па- 1). 


1 1 1 


в 1 1 1 
. 1362. 1. 1363. а) еб; б) еб; в) ее}; г)е3; 


-2 
х 


1359.-Е. 1360. 1. 1361.е 
2 а 
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_2 
д) е 5 . 1364. е - . 1365. епт. 1366. е-!. 1367. . 1368. а) /е; 0) 0. 


_1 ‚ о _1 1 
1369. -1. 1370. а. 1371. а. 1378. 2. /(0) --15. 3.9 1[х+ 5). 


1374. а) Правило Лопиталя неприменимо, предел равен нулю; 6) пра- 
вило Лопиталя неприменимо, предел равен 1; в) формально применен- 
ное правило Лопиталя дает неверный результат, равный 0, предел не 
существует; г) применение правила Лопиталя незаконно и приводит 


к неверному результату, равному нулю, предел не существует. 1375. Е ы 


1376. 5 - 13(х +1) +11(х +1) - 2(х + 1). 1377.1+2х + 2х? — 21 4 о(х*); 


—48. 1378. 1 + 60х + 1950? + 0(х?). 1379. а + г "0х + (42), 
та"- 2т2а2т-1 
1380. о + х3 + о(х3). 1381.1 + 2х ++ д? - а вх! - т ® + 0(5°). 
Е ое А а а о ке ПИ 13 
1382. 1 5 + р 220 + 0(х“). 1383. х т Е + о(х°). 
Мы 6 _ хз З 29: 255 5 
1384. м + о(х°). 1385. х а + о(х”). 1386. х + 3 + т + 0(х°). 
Е + 0(хб). 1388. 1+1 5(«- ПЕ (= - 192 +0((х - 172). 


6 180 - 2885 


1389. (х- Пн - 1+5 1 (х- 1) + о((х — 1). 1390. у=ат г + о(х?). 


И В ‹( 55). 1392. пе - 2 +...+(-1)"-1." фо). 
2х хз х п 


8х3 2х? пх 


1394. а) Меньше 6) не превышает в) меньше 2. 10-8; 


_3, 1, 
(п+1)! 3840’ 
г) меньше 6 . 1395.1. [х| < 0,222 = агс 12530". 1396. а) 3,1072; 6) 3,0171; 


в) 1,9961; г) 1,64872; д)0,309017;е)0,182321; ж)0,67474 = агс 38°39’35”; 
3) 0,46676 = агс 26°44’37”; и) 1,12117. о а) 2,718281828; 6) 0,01745241; 


в) 0,98769; г) 2,2361; д) 1,04139. 1398. --Е. 1399. Е . 1400. —1. 1401. .. 
1402. 1 р . 1403. 112 а. 1404. 1 . . 1405. 0. 1406. и 5) 1 В Г. 1407. х. 
х На = = _ 1 

О Оо —_ р ;В= -т 33 А-У, 
Вий р =. 14. а) 2% ;6) 4 1х; в) т ро 9. 1412. а=2; 
12’ т 12 ^^ 100 3’ 


В= з . 1413. — 185 › ‚ где с — половина центрального угла дуги. 1414. Максимум 


у= 2 при х = . . 1415. Экстремума нет. 1416. Минимум у = 0 прих = 1. 


1417. Минимум и = 0 прих = 0, если т — четное, и экстремума нет при 


ых : =: тт пл га *. ЧИ, 
х =0, если т — нечетное; максимуму = ине прих= 
т+л т+п 


‚минимум 
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у = О прих = 1, если п — четное, и экстремума нет при х = 1, если пл — 
нечетное. 1418. Минимум у = 2 при х=0. 1419. Минимум у = 0 при 
х-=-1; максимум у = 1002? = 1 234 000 при х = 9. 1420. Максимум 
у= 1 при х = 0, если п — нечетное, и экстремума нет при х = 0, если п — 


четное. 1421. Минимум и = 0 прих = 0. 1422. Максимум у = 3 3/4 =0,529 


при х = 5; минимум у=О0 при х=1; экстремума нет при х=0. 


1423. Минимум (хо) = 0, если (хо) > бил — четное; максимум /(хо) = 0 
если Ф(хо) < Оил — четное; (хо) — не экстремум, если п — нечетное. 
1425. Нет. 1427.а) Минимум (0) =0; 6} минимум К0) = 0.1428. Минимум 
(О) = 0. 1429. При х = 1 максимум и = 0; при х = 3 минимум и = -4. 
1430. Минимум и = 0 прих = 0; максимум у = 1 прих = +1. 1431. При 


5-./13 
6 


= 0,23 минимум у= -0,76; при х=1 максимум у=0; 


х = 
при х = 5+. = 1,43 минимум и = -0,05; при х = 2 экстремума нет. 


1432. При х = -1 максимум и = -2; прих = 1 минимум и = 2. 1433. При 


х = -1 минимум у = -1; при х = 1 максимум и = 1. 1434. При х = 


$ - 


минимум и = 5 . 1435. При х =0их=2 — краевой минимум у = 0; при 


х = 1 максимум у = 1. 1436. При х = з минимум у = -3 3/2 = -0,46; 


при х = 1 экстремума нет. 1437. При х = 1 максимум у=е! = 0,368. 
1438. —. х = +0 краевой максимум и = 0; при х =е? = 0,135 минимум 


у=-2 = —0,736. 1439. При х = 1 минимум у = 0; при х = е? = 7,389 
е 


максимум у = — = 0,541. 1440. При х = Ел (Е = 0, +1, +2, ...) максимум 
Ш (т и _ +2п =: __3 
и=(И- 5} при х = +5 + 2Етп (Е = 0, 1, 2, ...) минимум у ть 


1441. Прих= #1 (#2 =0, +1, +2, ...) максимум и = 10; при х = д( + 2) 
(Е =0, +1, +2, ...) минимум у =5. 1442. При х = 1 максимум у = Е = 
= 5 ш12=0,439. 1443. При х = -2 + 2лй (в = 0, +1, +2, ...) минимум 


у= -2 а при х = 2 + 2Еп (Е =0, +1, +2, ...) максимум 


у = 2 — ы . 1444. При х = -1 максимум у =е”? = 0,135; при х = 0 


минимум и = 0 (угловая точка); при х = 1 максимум и = 1. 1445. 5 ; 32. 
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1446. 2; 66. 1447. 0; 132. 1448. 2; 100, 01. 1449. 1; 3. 1450. 0; г =36,8. 


Ут 
1451. 0;1. 1452. 0; а + /2) = 1,2. 1453. = о 4 =-0,06%; 1. 


1454. 1. т(х) =-1, если —©0 <х<-3; т(х) = > ‚ если -8 <х<-1; 
6 З+х? 
т(х) = 0, если -1 <х < +05; М(з) = 1, воли -<0 <х < 1; Ма) =, 
Е 
если 1 <х< +5. 1455. а Не = 1,77: 107; 5) с в) 3 = 1,44. 


200’ 


1457. 96.19 = 4,85. 1458.4 = -5. 1459. =. 1460. в(х) = (х/ + хь)х — 


_ 8 (21 + х? + 6х, х2); А = в — 2). 1461. Е . 1462. Один корень: (3, +059). 


1463. Один корень: —59 < х, < -1, если Й > 27; три корня: -©0 < х, < -1, 
-1 <х. <Зиз3 <х; < +05, если -5 < # < 27; один корень: 3 < х; < +55, 
если й < -5. 1464. Два корня: -©® < х, < -Ти1<х, < +00. 1465. Один 
корень: —©0 < х, < -1, если -—©0 <а < -4; три корня: —59 < х; < -1, 
1 <х, <1и1<х; < +09, если —4 <а < 4; один корень: 1 < х, < +55, 
если 4 <а < +. 1466. Один корень: 0 < х, < 1, если —с0 < ф < 0; два 
корня: 0 <х,! < г и < х. < +00, если 0 <#й< 1; корней нет, если > Г. 
е е 
2 
1467. Корней нет, если а < 0; один корень: —с0 < х, < 0, если 0 <а< г - 
2 
три корня: —с0 < х, < 0, 0 <х‚ <2и2 < х; < +0, если * <а< +5. 


1468. Два корня при |а| < 3.13 /16; нет корней при |а| > ЕЕ . 1469. Два 


корня: 0 < || < иё< |. < +00, гдеё = 1,2 — положительный корень 
уравнения: с х = х, если |#| > в} & = 1,50; корней нет, если | < зВ ЕЁ. 


1470. а) 2. + я. > 0; 6) 2. + я. < 0. 1471). Симметрия относительно 
начала координат. Нули функции; х=б0их=+= /3 +1,73. Минимум 
у=-2 прих = -1; максимум и = 2 при х = 1. Точка перегиба х = 0, у=0. 
1472. Симметрия относительно оси Оу. Нули х = +М1+ „3 = 41,65. 


Минимум и = 1 при х = 0; максимум у = 1 при х = +1. Точки перегиба: 


х= + = 40,58; у = 12 . 1473. Симметрия относительно точки А (1, 2). 
3 
Нули: х = -1 их =2. Минимум у = 0 при х =2; максимум у = 4 при 


х = 0. Точка перегиба: х = 1, и= 2. 1474. Симметрия относительно оси Оу. 


П К задачам на построение графиков не везде даются полные ответы. 
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Нули функции: х =+./? = 41,41. Максимум у=2 прих = 0; минимум 
у=1- 5 =-—0,12 при х = +/2+ = 2,06. Точки перегиба: х;,› = 0,77, 
У12 = 1,04; ха = 42,67, у. = —0,010. Асимптота у = 0. 1475. Точки 
разрыва: х =2 их = 3. Нули: х = 1. Минимум у = -(10 — /96) =-0,20 
при х= т. = 0,42; максимум у=-(10 + /96) =-19,80 при 


х = 7+ ./24 = 2,38. Точка перегиба: х = -0,58, у = -0,07. Асимптоты: 
Э 


х=2, х=Зиу= 1. 1476. Точки разрыва: х, = -1 их, = 1. Нуль функции 
х =0. Точек экстремума нет. Точка перегиба х = —0,22, у=-0,19. Асимп- 
тоты: х = -1, х=Тиу=0. 1477. Нуль функции х = 0. Точка разрыва 


х = -1. Минимум у = 0 прих = 0; максимум и = 93 прих = -4. Точек 


перегиба нет. Асимптоты: х = -Тиу=х - 3. 1478. Минимум у = 0 при 
х =-1; точка перегиба х = -4, у= ет . Асимптоты: х =Тиу=1. 
В) 
1479. Максимумы у = =. 142 = -8,82 при х = 9 И = -3,56 и 
у =0 при х = 0; минимум у = зат = -0,06 при х = Тв = 0,56. 
Точка перегиба х = :, у = -15. Асимптоты: х = -1 и у=х-3. 
1480. Симметрия относительно начала координат. Точек экстремума нет; 
точка перегиба х = 0, у=0. Асимптоты: х=-1, х=Тиу=0. 


1481. Минимум у= 135 прих == 5; точки перегиба: х=-1, у=0. Асимптоты: 


х =1иу=х +5. 1482. Минимум у = 22 прих = 2; максимум и = -3,2 
при х = -2,4; точка перегиба х = 0, у = 8. Асимптоты; х = -1Тиу=х. 


1483. Симметрия относительно оси Оу. Нули функции: х =: — = 40,79. 


Точек экстремума нет. Точки перегиба: х = ЕП =0,71,у=-2 Е . Асимптоты 


х 1, х=0, х=1иу=0. 1484. Область существования: 0 <х < +0. 
Нули: х = Оих=3. Минимум у = -2 прих = 1; краевой максимум у = 0 


при х = 0. Вогнутость вверх. 1485. а) Область существования: [|< 2,/2 = 2,83. 
Симметрия относительно начала координат и осей координат. Нули: 


х =бих = +2 /2. Максимум || = 4 при х = +2; минимум || = 0 при 
х = 0; краевой минимум |ы = 0 при х = +2 ,/2. Точек перегиба нет; 
б) нульфункции х =2. Минимуму =- (5 =-2,24 прих=-0,5. Точка перегиба 


1 


= ЗП = -1,18; у, == —2,06 и х.= 93 = 0,42; у = 1,46. 
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Асимитоты: у = -1 при х -* -09 иу= 1 при х -—* +09. 1486. Область 
существования: 1 < х<2и3 <х < +0. Нули: х=1Т х=их=3. 


Максимум у = з 4/12 = 0,62 при х = 8—2 = 1,42; краевые минимумы 
И =О при х=1,2иф3. 1487. Минимум у=0 при х=1; максимум 


и= г 3/4 = 1,06 при х = -3 ; точка перегиба х = -1, у= 0. Асимотота: 


уи=х- ы . 1488. Симметрия относительно оси Оу. Минимум и = -1 при 
х=0. Вогнутость вниз. Асимптота: у = 0. 1489. Симметрия относительно 
начала координат. Нуль функции: х = 0. Минимум у = -3/16 = -2,52 


прих = -2; максимум у = 8/16 прих = 2. Точка перегиба: х = 0, у=0. 
Асимптота: у = 0. 1490. Симметрия относительно оси Оу. Минимум 


у = 3/4 = 1,59 при х = +1: максимум у = 2 при х = 0. Вогнутость вниз. 
1491. Симметрия относительно начала координат. Точка разрыва: 


х = +1. Нуль функции: х = 0. Минимум у = р = 1,38 при х = УЗ; 
ва 
„3 


максимум у = ет при х = — 3. Точки перегиба х, = 0, и; =Оих, з = +83, 


б 


Уз = +15. 1492. Область существования функции: \| > 1. Симметрия 
относительно оси Оу. Краевой минимум и = 0 при х = +1. Вогнутость 


вниз. Асимптоты: у = . при х -* +09 иу= Е. при х — —05. 1498. Область 
: _ 3 о _1 
существования функции: х > 0. Минимум и = р 8 = 2,60 при х = 5. 


Вогнутость вверх. Асимптоты и =х + ь их = 0. 1494. Область сущест- 


вования: х 2 дих < -3. Нуль функции х = 5+. = 4 


‚30. Минимум 
у = 13 при х = -4; краевой максимум у = 1 при х = 0. Вогнутость вверх. 


Асимптоты: у = 5 —- 2х при х > -99; у= -> при х —* +09; х = -3 при 


Ел 


х ---3-0. 1495. Минимум и = 0 прих = 0; максимум и = 3/4 = -1,59 
при х =-2. Точки перегиба: х; = —(2 - 3) =- 0,27, ИЗ И = 0,46; 


х, = -(2 + 3) = -3,78, у = -з 5.7 = -1,72. Асимптота х = -1. 


1496. Симметрия относительно оси Оу. Функция положительная. Максимум 
у= „3 = 1,73 при х = 0; минимум у = М2 =1,41 прих = 1. Точки перегиба: 
12 = 10,47; у. = 1,14 их 4 = 44,58, уд. = 4,55. Асимптоты у = +х. 
1497. Период функции: Т = 2п; основная область 0 < х < 21. Нули функции: 
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х1 = Л + агсз п 5 = 1,21пих, =2п - агсэт В+ = 1,79п. Минимумы 


х Зп 


= = т =- =Зт, =1 = т 
у=1 при х Е иу 1 при х 2; максимум у 11 при х Е и 
х= т . Точки перегиба: х, = агсзш 1+3 = 0,32л, у, = 193.8 = 1,13; 


9-1 =1,20л, 


х. =П— агсэт 


1 ЕЕ =0,68л, и›= 19+3./33 уж = п + ася 


уз = 19-3.133 .. 0,055; х. =2п -— агсэт 981 Е = 1,80п, и. = 19-888 : 


32 
1498. Период функции: 2п; основная область —п < х < п. Симметрия 
относительно начала координат. Нули: х, =0 и х.з; = +п. Минимум 


у =? 15 =-7,8 при х — -агссоз 1 = -0,42п; максимум у = 2 /15 =7,3 
при х = агссо$ 1 = 0,42п. Точки перегиба: хх, = 0, и; = 0; 


х› з = агссоз (-2) = 40,841, у’ з = Е М15 = 42,54; жа = т, у.5 =0. 


1499. Период функции: Т = 2п; основная область: —п < х < пл. Симметрия 
относительно начала координат. Нули: х; = О их, з = +п. Минимумы: 


у-- = -0,94 при х = -3* их--п,у-З прих-= 2; максимум 
и--2 при ==, и 2 при хз и же, Точки перегиба: 


х, =0, у =0; х,; = агсят | = +0,37л, уз = кре (30 = 40,81; 


ха5 = + (п — агсзт В) = +0,63п, в. = +4 30; хвл= п, ул = 0. 
1500. Период функции: Т = 27; основная область [-п; д]. Симметрия 
относительно оси Оу. Нули функции: х,2 = агссо$ 1-5 = +0,62т. 


Минимумы: у = 5 прих =0; у= -1 при х = п; максимумы: у = 3 


прих = и: . Точки перегиба: х. › = Еагссоз т +183 = +0,18л, у, ›= 0,63; 


хз. 4 = Чагссоз ЕЕ = +0,70л, уза= -0,44. 1501. Период функции: 


пл 
пы 


п 
Т= Е ; основная область [ - 


] Симметрия относительно осиОу. Функ- 


1 
ция положительная. Максимум у=1 при х = 0; минимум у= 


5 при 


х =--. Точки перегиба: х,› = + 1502. Период функции: 


я 
> 
>12 


Ш 
т 
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Т = п; основная область [-= р 7]. Симметрия относительно оси Оу. Нули 


.Минимумы и = 0 при х=0иу= -1 прих =+7; 


функции: д; =Оих,; = +5 - 


максимум у = д при х = Фагссоз г = +0,21л. Точки перегиба: 


мое Е агосоз м ви" = +0,11л, у, › == 0,29; х.4 = = агссоз = ® о = 


= 40,361, уз. == -0,24, 1503. Период функции: Т = п; основная область 


0 < х<л. Точка разрыва: х = т. Нули: х, = 0, х, = п. Экстремумов 


2 
нет, функция возрастает, Точка перегиба: х = : = 2 . Асимптота 


х = 8. 1504. а) Период функции: Т = 21; основная область [-п; д]. 
Симметрия относительно оси Оу. Нули функции; х‚› = +=. Минимум 


у = 1 при х = 0; максимум у = -1 при х = +^. Точки перегиба: х, › = — 


у: 2=0. Асимптоты: х = их +87 ; б) период функции: Т = 2л, основная 


область -п < х < п. Функция нечетная. Минимум у = -:3 = —0,58 при 
х = т ; максимум у = 2 = 0,58 при х = т. Точка перегиба: х, = 0, 


у: = 0; хо з = Л, уз з =0. 1505. Центры симметрии (йл, ат). Нули функции: 


Хх, = их. з = 40,37, .... Максимумы у = о - 1+ 2Ал при х = я + Ёп, 


минимумы у = = —1+ 2] при х = (= + вл) . Точки перегиба: 


х = Е у= 211. Асимптоты: х = п (Е — целое). 1506. Симметрия 


2+1 
2 
относительно прямой х = 1. Функция положительна. Максимум у =е 


при х = 1. Точки перегиба х‚› = Ё+ 2 ‚Ш = Ме = 1,65. Асимитота и = 0. 


1507. Симметрия относительно оси Оу. Функция положительна. Максимум 
_3 
= 1 при х = 0. Точки перегиба: х‚. = + = +1,22, у: =? е ? = 0,56, 


Асимптота у =0. 1508. Функция положительна. Минимум у = 1 при 
х =0. Вогнутость вверх. Асимптота у = х при х —* +<°. 1509. а) Функция 
неотрицательная; нуль х =0. Минимум у=0 при х=0; максимум 


_2 
у = т ез = 0,39 при х = Е . Точки перегиба: х, = 2-6 =-0,15, у, = 0,34 
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их. = 2+5 = 1,48, у, = 0,30. Асимптота и = 0 при х -> +55; 6) функция 


неотрицательная. Минимум и = 0 прих = #к (# = 0, +1, 2, ...); макси- 


# 1) 
р 1 (28+) _ т _ вл 
мумы у = =е при х = = + #л. Точки перегиба х, = (-1)^- + Ал, 
1 2 4 ® 6 


1 р 
ак (О 
у,= : е | . | .1510.Функция положительна при х > -1 иотрицательна 
при х < -1. Минимум у = 1 при х = 0. Вогнутость вверх при х > -Ти 
вогнутость вниз при х < -1. 1511. Симметрия относительно оси Оу. Функ- 
ция неотрицательная; нуль х = 0. Минимум у = 0 (угловая точка) при 
х = 0. Вогнутость вниз. 1512. Область существования функции: х > 0. 


Нуль функции х = 1. Максимум у = Е 0,74 при х = е? = 7,39. Точка 
е 


перегиба: х = с8/3 = 14,33, у= Е ©” = 0,70. Асимптоты: х = 0 при х -—* +0 


иу= 0 прих -> +с°. 1513. Симметрия относительно начала координат. 
Нуль х = 0. Точек экстремума нет; функция возрастающая. Точки пе- 
региба: х = 0, у = 0. 1514. Симметрия относительно начала координат. 
Нуль функции х = 0. Функция возрастает. Вогнутость вверх при х > 0 
и вогнутость вниз при х < 0; О (0, 0) — точка перегиба. 1515. Область 
существования функции: [| < 1. Симметрия относительно начала коор- 
динат. Функция монотонно возрастает. Вогнутость вверх при х > и 
вогнутость вниз при х < 0; точка перегиба: х=0, и=0. Асимитоты: 
х = 1. 1516. Симметрия относительно начала координат. Нуль функ- 
ции: х = 0. Точек экстремума нет; функция возрастающая. Точка пере- 


гиба: х = 0, у=0. Асимитоты: у = х- 5 прих -* 09 иу-х+ 5 при 


х —> +5. 15. Нуль функции х = -5,95. Минимум у = 5 + я = 1,285 
прих = 1; максимум у = -$ + т = 1,856 при х = -1. Вогнутость вверх 


при х > 0 и вогнутость вниз при х < 0; точка перегиба х = 0, у = 


Асимптоты: у = > + п прих —> -Фиу= р прих -+ +00. 1518. Симметрия 
относительно оси Оу. Функция неотрицательна; нуль х = 0. Минимум 


у =Оприх = 0. Вогнутость вверх. Асимптоты: у = д. х - 1 при х -> —со 
ии= 5х —1 при х > +0. 1519. Симметрия относительно начала 
координат. Нуль функции х = 0. Минимум и = ‚. (угловая точка) при 


х = 1; максимум и = 7 (угловая точка) при х = 1. Точка перегиба х = 0, 
97а 


у=0. Асимптота у =0. 1520. Симметрия относительно оси Оу. Функция 
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неотрицательна; нуль х = 0. Минимум и = 0 прих = 0 (угловая точка). 
Вогнутость вниз. Асимптота у = п. 1521. Точка разрыва функции х = 0. 


Нуль функции х = -2. Минимум у = 4./е = 6,59 при х = 2; максимум 


_5 

у = Е = 0,37 при х = -1. Точка перегиба х = -2, и = бе 2 = 0,13. 
е 

Асимптоты: х = Обиу=х + 3. 1522. Область существования функции 

[| > 1. Симметрия относительно оси Оу. Краевой максимум у=2 {2 =2,67 

при х = +1. Вогнутость вверх. Асимптота у = 1. 1523. Область сущест- 

вования функции х <Тих > 24. Точки пересечения с осями координат 


(0, ш2)и (: & о). Максимум и= 1,12 прих = 1. 10 = -0,12. Асимптоты 


х=1, х=2иу=0. 1524. Область существования функции [х| < а. Точки 
пересечения с осями координат: (0, —а) и (0,67а, 0) (приблизительно!). 


Функция монотонно возрастает. Краевой минимум и = = а при х =-а 
и краевой максимум у = 5 а при х = а. Вогнутость вверх. 1525. Область 
существования функции: х<0 их? =. Краевой минимум у=0 при 
х = 0; краевой максимум у = п при х = ы . Вогнутость вниз при х < 0и 
вогнутость вверх при х 2 Е .Асимптота у = - . 1526. Область существо- 


1 
вания: х > 0. Функция положительна. Минимум у = (2) = 0,692 при 


х= 1 = 0,368; краевой максимум и = 1 при х = +0. Вогнутость вверх. 
е 


1527. Область существования функции х > 0. Краевой минимум у = 0 
1 

при х = +0; максимум у = е* = 1,44 при х=е. Асимптота у =1. 

1528. Область существования: х > -1, х ® 0. Функция положительна. 

Устранимая точка разрыва: х = 0. Точек экстремума нет, функция убы- 

вающая. Вогнутость вверх. Асимптоты: х = -тиу= 1. 1529. Функция 

монотонна при х > 0. Краевой минимум у = 0 при х = +0. Асимптота 


у = ‹(х = 2) . 1530. Функция положительна. Симметрия относительно 


оси Оу. Точки разрыва: х = +1. Минимум у =е прих = 0; максимум 
= УИ = 0,15 при х = +3. Четыре точки перегиба. Асимптоты: х = -1 

4 /е 
прих > -1 +0; х = 1 при х > 1-0ии = 0 при х -> ©®. 1531. Функции 
хиу — неотрицательны; хи = 0 при = 1; у, = 0 при { = 1. Вогнутость 
вверх при # > -1 и вогнутость вниз при # < -1. 1532. Точки пересечения 


с осями координат: (0, 0) при ё = 0; (+2 ./3 -3, 0) приё = +8 и (0, -2) 
при ё=2; хк=Тиик=2 при Ё=1 (точка возврата); ини = -2 при 
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+ =-1. Вогнутость вверх при # < 1 и вогнутость вниз при # > 1. 1533. Точка 
пересечения с осями координат: (0, 0} при Ё& = 0; хиах = 0 при &Ё = 0, 
хин = 4 при 1 = 2; у убывает при возрастании #. Точка перегиба (-0,08; 0,3) 


при # = -0,32 (приближенно). Асимптоты: у = 0, х ы иу о а: 


1534. Точка пересечения с осью Ох: (0, 1) при Е = 0; точка пересечения 
с осью Ох: (-1, 0) при Е = ©. Краевые экстремумы: хи = би уда» = 1 
при = 0; хак = -Ти инь = 0 при # = ©°. Точек перегиба нет. Асимптота 


у= 5. Вогнутость вверх при ||>1 и вогнутость вниз при |< 1. 


1535. Функции хи у — положительные; хии = 1 и у = 1 при {= 0 
(точка возврата). При {< 0 — вогнутость вверх; при Ё > 0 — вогнутость 
вниз. Асимптота у = 8х при # -> +00. 1586. Основная область: [0, п]. 


Точки пересечения с осями координат: (2 ь о) при ф = 6; :( 0; — при 
2 
1=7;(-а, 0)при!-=5; (о, 9.) при += 37 2; (2,0 при! 9 .Экстремумы: 
4 ,/2. 4 ’\2 5 
ыы а Я Л. ыы п 
Хиах а ии, = а при + 0; Упит а при} 3 ; Хыш = -а при = 2, 
Утах = а при ё = 2х ; Хи = аиИу, = —а при Ё = п. Вогнутость вверх при 


0 <:< 5; ; вогнутость вниз при 2 <1< п. 1537. Функции хиу — неот- 


рицательные и периодические; основная область 0 < #< 2. Экстремумы: 


вы 


хи = бин = 1 при & = о: хх = Тиуни = 0 при # = 0. Вогнутость 


вверх. 1538. Область существования: # > 0. Симметрия относительно 


прямой х+у=0. Экстремумы: ха = -1 = -0,31, у=-е= -2,12 при 
$ у х=е при 1=е. Точки перегиба: х, = -/2е-\ = 0,34, 
е 


у =-2е* = 5,82 при #= е- =0,24 и х›= Зе, у,= Зе при 
р=е\ = 4,10. Приё = 1 — изменение знака вогнутости. Асимптоты: 
е 


х =иу= 0. 1539. Функции х и у — периодические с периодом Т = 2п; 

основная область —п < Ё < п. Симметрия кривой относительно осей коор- 

динат. Кривая имеет две ветви. Экстремумы: хи = а, у = 0 при Ё = 0; 
п 


Хнах = -а, И = 0 при Е = т. Вогнутость вверх при п << -5 и 0<:< р Е 


вогнутость вниз при =. <#{<0и р <у< т. 1540. Симметрия относительно 


оси Оу; у: =0, х=0 при | = 0. Вогнутость вниз. 1541. Нараметрические 


За! _ зай 


авнения: х == 
УВ 1+8’ 1+ 13 


(-00 < [< +09). Симметрия относительно 
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прямой и = х. Точка пересечения с осями координат О (0, 0) (двойная 
точка). хи» = 8/4 = 1,59а при у = а3/3 = 1,2а; ук =а3/4 прих=а 8. 
Асимитота х + у+а=0. 1542. Симметрия относительно начала коор- 
динат, осей координат и биссектрис координатных углов; О (0, 0) — 
изолированная точка. Точки пересечения с осями координат: (+1, 0) и 
(0, +1). [ыы =1 при у = 0; а — 1+ = 1,10 при и = 5 > 0,71; 


тах 2 


МУ нш = Е при х = 0; Ишах = ЕЕ при [х| = | . 1543. Параметрические 


лы ЕЙ Ще ди 
уравнения: х = г Зи ‚гдеё= я {-с0 <1< +09). Кривая имеет 


две ветви. Симметрия относительно прямой х + и = 0. Экстремумы: 


хи = 3 3/2 = 1,89, у --3 3/4 =-2,38 приё =-3/8 = -1,26; унь = $ 3/2, 
х = з З/А при ё = Г = —0,79. Точки перегиба: х, = 2,18, и, = -4,14 при 
#= 35а + 3.5) = -1,90; х, = 4,14, и, =-2,18 приЁ = —1/ 9-35) =-0,53 
при Ё = 3/2 — изменение знака вогнутости. 1544. Кривая состоит из 


1 1 
ее де 
прямой у = х и гиперболической ветви х = (1+0'!, х= (1+8 ' 
(-1 <+< +059). (е, е) — двойная точка. Вогнутость вверх при х 7 у. Асимнп- 


тоты: х =Т1иу= 1. 1545. Область существования: |х| 2 ш (1+ (2) = 0,88. 
Симметрия относительно осей координат. Краевой минимум у| = 0 при 


х= На (1+ /2). Вогнутость вниз при и > 0 и вогнутость вверх при и < 0. 
Асимптоты: у =хиу= -х. 1546. Область существования функции: г? 0, 


ыы 
[Ф[ За, где @ = агссо5 -“} . Кривая замкнута. Симметрия относительно 
2 


полярной оси. Максимум г=а + 6 приф = 0; краевой минимум г = 0 при 


ф = +9. 1547. Область существования: 0 <ф< з ; ЕТ <о<л; ат <ф< т | 


Функция г — периодическая с периодом 2 . Кривая замкнута и имеет 


три одинаковых лепестка. Оси симметрии: ф = Е ф = т иф= т. 
Начало координат О (0, 0) — тройная точка. При 0 < ф< а имеем 


максимум г=а при ф= и минимум г=0 при ф=0и 


СЫН] 
5 
| 


п 


1548. Область существования функции: |ф| < Е и5 


<®< гы период 


25° | сия 


Минимум г=а приф=биф= т . Асимптоты: ф = Е 


= 
н- 
га 

| 

5 
ЕЕ 
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1549. Спираль, имеющая начало координат своей асимптотической точ- 
кой; г монотонно убывает при возрастании 9. Асимптота ф = 1. 


1550. Область существования г 2 1 = 0,62. Краевой максимум ф = п 


при г = 6 у ; минимум ф = агссо$ : = агс 75°30’ при г = 2. Асимитота 


т с03 ф = 1 при г-* +09. 1551. Семейство парабол с вершинами (1, а - 1) 


(минимумы). Точки пересечения с осями координат: (0, а) и (1+ ./1-а, 0) 
{при а < 1). Вогнутость вверх. 1552. Семейство гипербол при а 70 и 
прямая и = х при а = 0. Минимумы у = 2а| при х = |а| и максимумы 
у = -2а| при х = —а| (а* 0). Асимптоты у = хих = 0. 1553. Семейство 
эллипсов при 0 < а < +59; семейство гипербол при —©° < а < 0; прямая 
у =х при а = 0. Все кривые семейств проходят через точки (-1, -1)и 


(1, 1). При у 2х имеем: 1) максимум у = /1+а прих = 


‚ если 
1+а 


а> 0; максимум у =-И1+а прих=- ‚ если —1 <а < 0; краевые 


1 
/1+а 


минимумы у = +1 при х = +1 (ай 0); 2) вогнутость вниз. При у<х 


имеем: 1) минимум у = -МУ1Т+а при х =- ‚ если а > 0; минимум 


1+а 


у= МЕ +а прих = у ‚ если -1<а< 0; краевые максимумы и = +1 при 
1+а 


х=+1; 2) вогнутость вверх. Асимптоты: у = (1+ /-а)хиу= (1- /-а)х 
приа < 0. 1554. Семейство показательных кривых, если а # 0; прямая 


ИЕ 5, если а=0. Общая точка семейства (0, 1). Минимумы 
у= 5. (1 + 1 2а) при х = Таш 2а, если а > 0; у монотонно возрастает, 
а а 


если а < 0. Асимптота у = 5 1555. Семейство кривых, проходящих 


через точку (0, 0) и имеющих в ней общее касание с прямой у = х. Мак- 
симум у=ае"! = 0,37а при х =а, если а > 0; минимум у = ае`* при х =а, 
если а < 0. Точка перегиба х = 2а, и = 2ае`? = 0,27а. Асимптота у = 0. 


т+п т п тн 
1558, Чит", 1559. (т + п) [-9""_\я** , 1560. Основание системы лога- 
{т ф п)" +т ил" 


1 
рифмов не должно превышать е” = 1,445. 1561. Квадрат со стороной 18. 


1562. Острые углы треугольника 30° и 60°. 1563. Высота банки Н = з 5 


равна диаметру ее основания; полная поверхность Р = 3/54пУ?. 


1564. соз ф = сои Гота 8 


стягиваемая стороной прямоугольника. 1565. Стороны прямоугольника 


‚ где 20 — дуга сегмента и 2ф — дуга, 
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а/2 ив? .. 1566. Еслий > Ь, то периметр Р вписанного прямоугольника 
с основанием х и высотой у имеет краевой максимум при и = Й; если 
й < 6, то Р имеет краевой минимум при и = 0; если А = 6, то периметр 


Р постоянен. 1567. в = > ‚й= а . 1568. Измерения параллелепипеда 


28 28 | В. з 2 
ть . 1569. 1 23. 1570.18? (1+ /5) = 81% поверхности шара. 
о т 


1571. Объем конуса равен удвоенному объему шара. 1572. Ир: 
9./3 


1573. Если о < р ‚ то максимум полной поверхности цилиндра дости- 


В 


—_—__, Где г — радиус основания цилиндра. Если 
а" радиу ц др 


гается при г = 


470.2 =, то при г= В имеем краевой максимум. 1574. р(3/2 - 1 2+1 ) 


р 


1575. 1; 3. 1576. Если < -® ‚то максимум длины хорды МВ = ". ‚ где 


м 


= /а2-52 и точка М имеет координаты х и у, достигается при 


3 
= =“; а - 252; 5 ; если В > ть то краевой максимум длины 
> [2] 
хорды МВ =2Ь достигается при х = 0, у =. 1577. х= ре у= —; аб 
М2 12 


1578. Максимум поверхности достигается при г=й = 83 ‚ где г — радиус 
основания цилиндра и й — его высота. 1579. ф = 60°. 1580. Трапеция, 


описанная около окружности. Боковые стороны АВ = СР = а зес? 2. 


1581. а = 2т == агс 294°, где и — центральный угол оставшегося 


И 


сектора. 1582. ф = агссоз г если агссоз 7 > > агсй “;ф= агойЕ 4 если 
р 


= т —1 
агосоз Ч < агок @. 1583. — №0 1 69110 1584. АМ = (1 + ь | 
Р ь Ми? + 0?- 2и06050 51 


1585. Расстояние светящейся точки от центра большего шара равно 


х- —@ у, солиазг+ В из-а- несли + <а<и+ В, где 
1+ (7) 
В 
2 3 
а — расстояние между центрами шаров. 1586. я . 1587. (2 + >. 


1588. в = Не где й — коэффициент пропорциональности. 1589. агсёя К. 
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1590. При 1 < 4а угол наклона стержня определяется из формулы 


1+ /12 + 128а?, 


с08 @ = то ; при [> 4а положения равновесия нет. 1591. & = -3; 
а 


2 
Хо 


ребе (1 хозс= 2 [1-ж+2). 


Ь=З3; и= 3(1-х). 1592. а= 5 
1593. а) Первый; 6) второй; в) второй. 1595. а) „/2, (2, 2); 6) 500 000, 


3 
| 3 
(150, 500 000) (приблизительно!). 1596. (1 + РЕ. 1597. а —^ 
р а 


8 
2—2 252 — 2 
где Е = 414679 Е эксцентриситет эллипса. 1598. еее, где 
а 
2 3 
в м — эксцентриситет гиперболы. 1599. Заху". 1600. ®— (1 - Е? ©0857 К) ?, 


з 
2 


где = — эксцентриситет эллипса. 1601.2./ау. 1602. а. 1604. (+) 


[72+ 22 гг" |" 


1605. ен - 1606. Л + т? . 1607. 5 /баг. 1608. 8. 1609. о =. 
2 
1610. х, = 680 м. 1611. Полукубическая парабола вы = 8(& - р}. 


4 


2 2 4 
1612. р 5 $ + (61) = с, где с? = а? - В. 1618. Астроида 


(+) а п) = 24 


8 
3 


. 1614. Цепная линия 1 =а сьё . 1615. Лога- 
а 


рифмическая спираль р = та м. . 1616. & = па + а(т - зш т); 
\ = -2а + а(1 - созт), гдет = #- л. 1617. х, =-2,602; х, = 0,340; х. = 2,262. 
1618. х, =-0,724; х. = 1,221. 1619.х = 2,087 = агс 119°35'. 1620. 0,824. 
1621. х, = 0,472; х. = 9,999. 1622. х, = 2,5062. 1623. х, = 4,130; х, = 1,858. 
1624. х = -0,56715. 1625. х = +1,199678. 1626. х, = 4,493; х, = 1,725; 
хз = 10,904. 1627. х, = 2,081; х. = 5,940. 


Раздел Ш 


В ответах этого раздела ради краткости произвольная аддитивная 
постоянная С опущена. 


1628. 27х— да ух. 1629. 9х — 1254 + 305 — Е +1. 
1630. х- 3х2 + Ш 3-3 54. 1631. х- ‚ - ат. 1632. ат - ©. 
3 2 х х 2х2 


1633. ахух + 2}. 1634. хх Е: пох] в & 1/3. 


1635.— 3. (1+3 х- В+ 122). 1636. 7 +Т) 1637.2х— 12а хз +8 3/9х?. 
ТЕ 2 74/х 2 
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х-1 р 
х+1 


. 1641. х+2 Ш 


1638. т] - 1. 1639. х- агсёе х. 1640. -х+ 1 т 1+ 
4х4 2 1-х 
х+ „/х2 


Е 


1642. агсэш х-+ ш(х+ МТ +х2?). 1643. п . 1644. — ев а . 
аа" 2 ИБ 19 


__2 [1 1 (1 1 о2х ох = 
1645. 2. (2 Е (5] - 1646. > е ох +х. 1647. х — со5х + зах. 


1648. (соз х + зп х) : 35 1(с0$ х — зп х). 1649. -х — цих. 1650. -х+ щх. 
1651. асьх +Ь зп х. 1652. х- 1х. 1658. х - сё х. 1655. ш [х +а|. 


4 
1656. 55 (2х )". 1657.-1 (1-35) 1658.2 М2-5х.1659.-— 2. 
15(5х-2)2 
1660. —5 5ДТ-х)?. 1661. атс хр . 1662. 2 ш 22+х.3], 


1663. 1. агоза (х й ). 1664. и Е т + 57-2], 1665. (+1. 
„3 2 
1666. -х чт 5 — : соз 5х. 1667. и све (2х + т. 1668. 11 2. 1669. св Е. 


1670. и Е = =. 1671. тей (2х + Из (2х - 1)]. 1672. 212. 


4 
1673. —2 ой &. 1674. - Л-х7. 1675. та + хз) 3. 1676. -1 Ча [3 — 222. 


она, ЧЕН 1 = х4- 2 
1677. Е . 1678. 1 агсы 2 . 1679. —— г п Я. . 1680. 2 агоёе Их. 
1 а 1+ И в 0 1 х 
1681. сов =. 1682. т ет. 1683. фагсзшт =: 1684. ==. 


1685. — 


-—. 1686. = УВат+27. 1687. 2 зип х ш(.ЛХ + Мх+П) 

— 
(ХИ +х) > 0). 1688. 2 агсзш Мх. 1689. -$ г-=*. 1690. 11 (2 + г"). 
1691. агсёх ©". 1692. —ш (е* + /1+е-2*). 1693. Е 113 х. 1694. ш п п х).. 


1695. 1 зп’ х. 1696. —2_. 1697. -ш(созх. 1698. ш [вт д. 


со5х 


1699. — — эта х. 1700. а) ИВ к а есозЕ (а? 252); 6) Е 11 |./2 сов х + 
ыы 2 
+ Мсоз2х|; в) 2 агсзт (2 9 х); г) 8" т (Ш сх ШВ2х). 


1701.1 /скеЗх . 1702. > агсёя (Е). 1708.1 Е +=] 
сяЗх. т агоя [= 4) п 5 - +7) 
1705. п | р . 1706. 2 агоёе е*. 1707. Е п аы 354 х + сЬ+х }. 
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я 
1708. ЗАЛЬх . 1709. 5 (агсёя х)?. 1710. = 7. Е шз(х+ 1+2). 


пх 


1712. 1 акс 2-Е. 17183. 1 ш РТ, 1714. 
к х.2 2.8 х+х/2+1 15(% +1} 
пь2 
1715. " п (+ 2 + м1+х"'" 2) прип? -2; и в [х| при п = -2. 
2 


ре кд ооанай а 1 
1716. $ Ш? ре. ИЯ. 5 тот (2 тя). 1718. 1 агова (8? х). 


. 1720. 2/1 + Л + х2. 1721. на Нах +957; 


и 


3х-2х 
З+ 2х 


т ЕТ 
2(т13- ш2) 


би + И . 1722. -х- 2 ш|1- д. 1723. 5 -х+ш |+. 


1724. 9х - Вх . т - 27 ш|3 +х. 1725. х+ Ш + 2). 


1726. -3 шп 52+ +2т-х-х. 4797, О 
ИЕ. М8-х 99(1-х)5° 49(1-х)8 97(1-х)" 

3 3 

И 1 5 2 
ОЕ ух 4х г +1(. Не +02 -(х-1021[. 
1728. СЕ нЕ Е чх-шычЦ| 1729 5 [ (> 2 -(х-1) ] 


3 3 т 
_8+30хго _ 5 1+ 2хуз _ 5 8 23 
1730. ВЕ (2- 5х)2. 1731. то (1 -3х)?. 1732. 11 + х^) 


4 
+42). 


1 р 1 _1 1 х 
1733. = ш 5-1. 1734. = ш |1. 1135. с - — 4 —. 
уме а г р аго х 9 
1 = 2 __1 [5+3 а х2+1 
1736. — ХУ — ——_ агсф . 1737. ш . 1738. = п 
10/2 | 5.3 В п. (х+2)2 х+2` 
2х+а-+ё 2 1 х 
А + ых и 
Е Ут Ув И |: Е 


— 1 агсёе < (|= |5). 1741. & - Гышах. 1742. & + Гутах. 
а а 2 4 2 4 


1743. Х соза - Е эт (2х + а). 1744. Е зп 2х - 1 зп 8х. 1745. З эт + 
2 4 4 16 6 


8 п 5х = а 1. эп е 
ша $11 . 1746. 16 соз [ 55+ 2) + Е а. й 1747. -созх + 
1 3 ; 1 1. 1. 
_ . й == Зы = ле . 
+ а 08" х. 1748. зах з 3113 х. 1749. Вх Л зи ах ЕР зп 4х 


1750. ах : эш 2х + 55 эт 4х. 1751. -х - сё х. 1752. = 5? х + Ш [603 5. 


1753. - 5 оз 2х — Е оз 4х + т со8 бх -+- 5 соз 8х + тЫ соз 12х. 


1756. 


1754. 15 х - сёё х. 1155. и + п | (& [= + т]. + 1 [{ х. 


Е 
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1757. ш шп х|- = эт? х. 1758. шх+ Е $23 х. 1759. х- ш (1 +2”). 
1760. х + 2 агс&с е*. 1761. -— = 55 ах. 1762. 5 + : зв 2х. 1763. = ах 


1764. 1 зв 2х + а ЗВ 4х. 1765. —($ х + сё х). 1766. = + 12х + 


4 
3 


.1767.-2+ 55% (1 - бх?)и. 1768. - 2 (32+ 8х + 37) [2 - х. 


2 к 
+ 142) (1-х) Е 


5 
1769. 15 8 + 4х? + 3х) Л -х2. 1770. каб (2 - 5х3) 3. 


1771. Е - зп? х + 2. эт *х) Узштах . 1772. -= бов + ША + соз? х). 


1773. Е х+ Е 5 * д. 1774. 2-2 + т х) Л + шх. 1775. -х- 2е2 + 


+2 ш (1+ Г. ). 1776. х-2ш(1+ Л +е*). 1777. (агое Их )?. 1778. 


— х2 


1779. & [2-8 + ше 4/28]. 1180. & -д? + 5 агсашт 2. 
а 


Е, .— /а2-х? + шх. .-За+х [(2а-х) 
1781 г 1782 а*-х а агсэ\т `. 1783 о х(2а-х) + 


+ За? агсэт [Е ‚1784. 2 агоэш |774. 1785. вк а+ 6) ха) (5 -а) + 


+ Ра агсят а: 1786. р а? + х? +“ ш (х + Ма2+х?). 
1787. 2 Ма? +х? -— хо п (х + Ма?+х?). 1788. /х?- а? - 2а ш (/х-а+ 
+ Ух+а), еслих > а; -/х?-а? +2а ш (/-х+а + /-х-а), еслих < -а. 
1789. 211 (Уха + их+Ь), если х та>Оих-+ 6 > 0; —2 ш (/-х-а + 
+ /-х-Ь), еслих+а<бих+Ь< 0. 1790. Зет Дуча)(х+5) ыы 


а 1 (Ух+а + Ух+а), если х +а>0их+Ь > 0. 1791. хп х- 1). 


хх" +1 


1792. (12 р =) по. 1793. -Ё (в2х + 1х + 2). 
1 п+1 х 


1794. 2 = г х-& ах + 3) 1795. —(х + Пе. 1796. [2+ х+ 1. 
2 2 
1797. ет е-=?. 1798. х зп х + соз х. 1799. 1 08 2х + Е мп 2. 
.3 хз 2х х? 2 
1800. хенх — зх. — 1801. (5 — = ЗВ 3х =: + =) сь 3х. 
1802. х агоёе х — 5 т (1+2). 1803. х агсыш х + Л -х?. 1804. — 
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+ хе агсёи х. 1805. -2+% Л ха + &* агссоз х. 1806. вия - 
№ ЕЕ . 1807. х 1 (х + а ре ге т т. 
1809. — Их + (+) агеёе Хх. 1810. ша 2 — с0озх ‹ ших. 
1811. но - 1)е*. — 1812. жагсяш х)? + 2.128 атс х — 2%. 
1813. Е (агсёя х)? -— х агоёв х + р 12 (1+ 47). 1814. -3 х? 3 ШИ + 
+ ш 1-х. 1815. нхл? ш (х+ Лех) -х. 1816. + 
3 1+х 2(1+х?) 
+ 5 агсв х. 1811. РЕ т + ыы агсйв (а 70). 1818. Х /аё— 2 + 
о агс$1п т (а #0). 1819. р х2+а + 5 шт |х + /е+а|. 


1820. Маки Ма?+х? - г 12 (х+ /а2+х?). 1821. г. _ : вр 2х — 

ы Чо5Я Е. 1822.2 (Е - Пел. 1823.2 (6-х). /х соз /Х -6 (2-х) эт МХ. 

1824. О 1805. пе 1806, Х [п (шп х) — сов (ш д). 
21+ ха 2/14 х? 2 


1827. [аш (ш х) + с0з в 5]. 1828. пы 
+ 


1829. ПЕРОВО сих. 1830, ^^ (2 зи. 2х — 0$ 25). 1831. 2+ 1 эт 2л - 


— е*(со8 х + зщ х) + ое с. 1832. -х + р 2 (1+ 62) - е* агссёв (е”). 


1833. -[х + оби х Ш (е зш х]]. 1834. хх Ш [69$ 41. о 


1836. — агфя хр если аб > 0: 3814 п Ма+х.[Ы ‚ если аё < 0. 
(#4 2Лаь | Ла-х-ЛЫ 
2 2х-1 1 1 2 (./2+1) 

1837. — агсёв . 1838. - п . 1839. —— ш ОИ. 
УТ т 4 3+1 4/2 х2+ (2-1) 
1 2 1 2х+1 1 2 

1840. = Шо’ +х-+1 + — ага . 1841. = ш (55° - 2х сова+ 1) + 
2 ИЕ В 2 

+ 48 а `агсш 2 693% (д и рл, р — целое). 1842. г шп (мч + 

+ — агои 221. 1843. п х3 + 1х3 — 2)?}. 1844. 1 ш |З9тх- 50052, 

т п 9 2 этх- со5х 


+1 
1845. агсёи ыы. 1846. вт ш (= + /а+65л?), если 6> 0; 
Ь 
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пы агсзш ( х [*) ‚ еелиа > биь-> 0. 1847. агезш 24 |. 1848. 1 | х+ 
а М2 


+1 + + |. 1849. 1 ш (#1 н 2- 1+1). 1851. - ро 
2 В А 2 
1 
> 


агсаш 25-1, 1852. Дау х+1 чаш [х+1+ ЕЕ | 
/2т 2 2 


4х2 + 3 ; азшх-1Т 1 р 
58. — | Ё =, 1854. = = 22-1 + 
18583. а) агсэш Е 6) агсзш - 5 х*-1 
+ 2 -1+ 4 +22-1(. 1855. -Г хх + 3 агсвш 29-1. 
2 2 4 В 
1856. —ш вит: В ен 5 агезт > 2 ([#+1|>:5). 
И Я 
1858. Е ш 1-х: +) 1859. атсвт 2 (> 2). 
./2 1+х |х- 11/2 
1 52+2х-5 1 ; х+7 
1860. еЩ + — агбаш — (хи > №). 
5 х+а 5/5 [+21 6 | | 
1861. Ат 2 +х-х? + ь агсят Вкл . 1862. Ак 2+х+х? + 
7 1 2 2+1 4 1 2 
чаш (1 +х+ 2+х+х |. 1863. о умах 5 шЁ + 
+1 2х2 - 1|. 1864. -Л+х- 2+1 5 агсз а К ыЕЫ иах 
5 


ха Их 1 
х 


1866. ш|х- +15. 


(х+2) 


(х+1)(х+3)3| ° 


1868. х. см + 3х7 5х8 и 11х5 _ 21х41 + 


а В ‚ 1869. +1 2 | - эши-2 + 
3 2 3 (х+ 21021 

Аш х- 3. 1870. хз аговрх- 8 агсы =. 1871. - +2 щ 5-1. 

8(х т ее х+2 

1 2 5х-6 РТ 

1 554, г х-1. 

872. у Ш? - | 1873 5 +4 Ш ее 


1874 92+ 50х + 68 -1] 1875. - Зх2+3х-2 и 


в 0+2). 


"4 (х+2)(х+3)2 8 (х+3)1: 8(х-1)(х + 12 
+3 ш &+И. 1876. ато хр ы ша - 7 . 1877.2 р ага я + 1 м. 
а 2+1 


в Че. в +1. 
= НХ 55 АГСЫЕ (х + 1) 


1878. — —5 — агсёс (х - 2). 1879. - 


_ а 1+2х а (х+1)2 1 2х-1 
1880. п — агсф . 1881. = шо + — акс =. 
х+1 к. Е ® „3 х?-х+1 а ь 3 

1 (х-1)? тори 2х+1 1883 1 х-1_1 
1882. - ш Е г агс ив а: т а р агсё х. 
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Е Е. агсёЕ =. 1885. Е ш ет + 
4/2 -х./2+1 2./2 1-х? 4 х-х+1 
1 2-1 1 1+х./З+х? 1 1 3 
+ — агсе . 1886. —— ш = ^ +5 агса х + = агов д". 
2.13 х.}3 4/3  1-хЗ+х а 6 
№ 1 1 (1+х)2 1 — 1 2х-1 
2 + = == $ р = 
1887 ви) Е шп т. 5 агов х НИЕ агсёе 
1888. 5 № МИ - ато 2-1. 1889. 2 р 2х2 + 
х+х+1 3 3 5 дах +1 
г 8 агсёв (х+1)- Е агоёв (2х + 1). 1890. а+26+3е=0. 
Е 
8(х-1)(х+ 1)? 16 х-1 3(%3+1) 9 Х-х+Т 
2 2х-1 (3х +5) 3 о. 1 
не а р и - я ц)ащыаы—д_+ 
агсё С 1893 Е — агсёе х. 1894 а 
+ агсфя (х + 1). 1895. —Х _+_8_ ше хУ +1 в ага 5, 
4(х те 16/2  х-х/+т 8.2 х?-1 
5х+2 1 (х- 1)? 8 ах+1 7х - Их 
896. т +-1 + — $ ь ры 
о 3(х+х+р 9 х+х+1 3,3 И 3 о 32(х4 - 1)? 
21 х-1 21 хЗ+2х 8х1+8х2+4Ах-1 
+ — —= 5х. И, 1899. о, 
о РР а аа ТЕТ 


1900. -—_— О я Е ев 
900 ИР (весь интеграл!). 1901 И - агсёе Е 


1902. ау + со = 268. 19 оБетя етя тя тя. 
а в те. т 98-0" 99-10% 


Туи Е 1 ь. Е 5 ыы 
1904. 1 в [2-1 | - 1 атош 27. 1905. — ато 1.1906, 15 № И + 
1 З 1 2х2 -1 5 51 х! 
+= + — с (51| - —_. 
З агсё х В агс Е 1907 5 п о 1} т 

= ош 2-0], о 
Е то 0 об |, Лб | аи 
1910. -—_ +2 - Т агсце (хб + 1). 1911. По = т" +1) (2х0). 


10(хб+2х+2) 10 


1 ГО Е 5510 1 
1912. = ( агош х" | (120). 1913. 5 ше. 1914. 


+2 105+ 
1 ЕЕ 1 [= 1 х(х-5 
ое. 1915. № м: 1916. 5 № ел ь 
1917.1 агче 1918, их +2 1919 1 ве +, 
8 ‘в И 2х2 +(1+.5)х+2. =. хаха +. 
т 3 р 2ах+ь 21-3. 2а 
1920. ага х + - 1 агсёр 22. 1921. Г, а: + А Г-ь 
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РЕ м; Ц = 2х+1 2х+1 4 2х+1. 
ера а 
ИЕ ЕЕ пи 25 (-+ ВА ] 

1922. 1 с :| аз 5-1 +8 -Е-ЗшИ|, 

где в = 2-2 1928. У 2 2 ши фа 

Я х+3° ' 2. (п Ю(-а)"* : 


1924. В(х) = Р(х?) + > = 4 |, где Р — многочлен, 
1=1]= х)' . (а, + х)! 
а; (=1,....Ё) — корни знаменателя, А, — постоянные коэффи- 


циенты. 1925. а У со5 Пат Ш ( 1- 2х соз АИ х? + 
2п 2п 2п 


&=1 


Е (2-1) х- с057 г : 
Ё — п ‚к 
и ее 1926. 2 Ух -2ш (1+ МХ). 
в=1 ва 
1927. 3 т а ы — 8 атс 4-1 1928, Зм- 
Ч аа +23) 2/7 п 4 


т 


2 2+1 3 
—— агсбя ‚Е = \2+х. 
8/7 И 


3,2_3 15 2 
о ы + = + 
о 4 и | 1 8 № Е+ 2) 


1929. а где 


= ЕТ. 1930. —2 _- 4.1931. УЕ Е ты 1 
т Е 2 2 2 
3 |х+1 а а 1+:/2+8 а 1-2 
1932. -= . 1933. - в +“ ас ‚ где 
2х1 1+" 4р 1-2+е 22 ь #/2 


=. 


Е. 1984. И |5. 1985. & + ет +) (+ ЛХ. 
1937. 3-25 Л уха? ы п За В Л+я+2 ). 


2 


1938. -ш |2- В кат . 1939. и МТ-х2. 1940. В+ ш(х+1+ 
+в) - 2 № ха. где А= /х+2х+2. 1941. агсзт Е + 
+ Ш ха-ха, 1942. 1-х Пух х8 — Ш аист а 
+х 4 8 за 
1943. Ааах МЕХ? - 4 агсэл ет. 1944. [2 х- 2 х3 + 


а +5) Ля - 5 ши+ Л+ я). 1945. [12 Е: 


160 80 10 
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+ = Ма? -х? + т агсыш >. 1946. (=- 14х +37) /х2+4х+3 - 


[а] 3 


— 66 ш|е-+а+ /+4х+3[. 1947. ан +1 + 1 т гы. 
1948. Ва 31 /ез-1.1949. 85- о. ь и. НЕНЕЕЕ 
и 1 


1950. Е их?+2х - < агсыш . 
+ 1)2 [х+1 


1951. 4а(са, +56.) = 8ас, + За, (а#0). 1952. Е й 


гдех <-2 или х> 0. 


- ри п М2 2х ха ах ха .1953. 1 а -3 _1 Ш Вт 2х -х-1 их -х-1 р 
`В 1-х 2 |х- Е 2 х+1 
1954. - + х+1 к + (2+5 + „/х2+х+1 р + Тоха хх 1 , 
2 х+1 
1955. -1+х Лу9х-х8 —- 2 агсаш №2 - № агсыш ЕР 
т 2 2 1+ п+х° 
1956. ЕВ — Загсэшл — 5 “< 1илих> 3). 1957. и агсе В. 
1958.  ш т 1-1 1959. ты хх? |. 
2.2 х./2 - ух? - Е 4./2 М +х2-х/8 
1960. п (+/+ 2) - агов- +8. 1961. Е ш ЕО РЕЗ ТЕРЕЗЫ В 
6 [@х+и- СЯ +=-О 
1962. агсат х-1 _ 12 агсф У нах- д? — на п Мб 2+ 2х д? Ух хе. 
/З 3 (1-х). 6 №6 - М2 +2х- х? 
1963. 2(х-1) ‚ 1964. НЕ ЕЕ О СКОРЕЕ ЕТЕЕЗЕТАЕУ (х+х+1) 
3х? +х+1 „8 (х-1).2 „6 Х-х+1 


2 _ _ = 
если х +1> 0. 1965. 1 т 22 2х2-2х+5 х+1 — 1 агсе 52° 2х5. 


6/2 (2х _2х+5)+(х+и 3 х+1 


3 1 2% 
ОЕ а ЕН =х + Их? . 1967. 1 
1966 2+1) 5 т ТЕ гез=х х2+х+1. 1967. п 


2-х 1968. ЗЫ м 
х 


2-1 
2 


— 2 агсфя 2, где 2 = 


ен уне-9+е- 09] + ша- 1, гдег=х+ Их 2х+. 


5 1 3 16 17 
+ -|- 2 ЕЯ +1, 
1969 и а ше- и 7 р -2| ое +1 
— Миха Ая 2(3- и к 
где 2 = . 1970. 1+ 22| гдег=-х+ 
а 59-227) Ей И 
2 1 х+ ух +1 
+ „Мх(1+х). 1971. а (Ме + + х2-1) + я п 
х+ х? - 1. 
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1972. 8 - [12 а ЬТ —оаго 1122] дез 115. 
не 2.3 - 122241 23-1 тт 
1973. Лех - МХ - г агсай х. 1974. ехал + 


И: 5 
+1 р ах Ека 1975.2 | (из =. - 2 +1) 2 -= ]. 
2 (ахаха)? 3 


1976. ый яп 2... 1977. -- п 
в. В 


хх +1 
х2-1 


. 1978. 1 агсзт 2-1 
2 к? 2 


1 печах! 4+ х2+ р 
х> 2-1). 1979. 1 . 1981. 1 Дхех?)8 — 
@ 2 хана хи ха +1 Е 

5 1 
дн +, Ш (+ Л+х) при х> 0. 1982. 2 х° — 4х7 + 


В 6 1 у 
+ 18х68 + — — 21 агсё х8. 1983. 32^- 223 +32, где а= /1+3/%2. 


1+ хз 


23 а 22 +2+1 _ 1 22+1 
1984. -2+=2' - 28 гдеа= 1х2. 1985. - п — агса у 
3 5 о ь 3 


_ 1+2х 
8 


3 3 4 
гдег = 1+. 1986. Е ш [2+1] - 1 агов 2, гдег = У. 
х 4 2-1 2 я 
г 2 Г 
1987. Т ш 2 Л Е а Е где = “Л +6. 
6 2+1 12 22-2+1 2/3 2.3 
1988. 52-529, гдеа= ре, 1989. —32 _ - Ем 2+1 - 
4 9 х 2(23+1) 4 22-241 


т мов 21, де 2 = М. 1990. т = 2, где Ё = +1, +2, 


Е 
ь ной 1 (:-5 5 ф = Я 
1991. зах - = 50 х+ = 9х. 2. —х-- зп — зш + 
9 10 З п Е 199 16719 2х + д эт 4х 


+ 5 з1? 2х. 1993. 2х + : эт 2х + а зп 4х - я 3102 2х. 1994. т - 
— Эх + тт. 1995. ил х ах + Эох. 1996, 958 + сх _ 
ОХ. 1997. Е - е. 1998. -В совх- 2х _ В | =. 
1999. ов + тт | х.. 2000. тт + тю [ + т] 
2001.-8 ср 2х - Е офи? 2х. 2002. Ш + + Зих = ох +3 | 1. 


Бо 1 + | х|. 
с 2 


о$х $ с053 х 


2004. ых = их — 1 [со х(. 


2005. —х - сих % тя — се х. 2006. шт. 2007. -2 сих + Е еЗх 
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1 в |9 +0а+8)| _ 3 1-2 Е 
2008. й ]п а_ва-в о агс&е а” где # зшх. 


2009. —- АТ атоме 2.2 ‚2= Дех. 2010. тт + 
ет. 22/21 ./2 22-1’ — 2+1 


+ 8 агсыи и, где 2 = ЗЛЕТ. 2011. 1, = ОВНА + ВТ, 
3 


п 


1 п-1 -1 о : ^5 5 3 
К =- 31908 ПАК. Г=-= 608 хзшШбх- 2 008 хшзх- 
й п п 2 ы 6 24 
5 5 1 И 35 
— = 608 ххх: К == З1 х с087 х + -— зщ 6088 х + 2? зшх с083 х + 
16 16 В 48 192 


35 35 


+ 22 зи х сов х + 2х. Ре РВ: 
128 128 . (позах п-т"? 


1 - 3 х 
ри этх +П-2к_ И Е 3605 3 Ё х, 
" (п- со х пой ы 45104х  Взийх 8 85 


Е . : 1 
осВИ О. ОНИ о (Е +". 2013. -5 с0з 4х — 
7 бсозбх 24 со54х 16 соз2х т. ы 4 8 


1 х шах п4х зтбх 3 х 
= — . 2014. 2 += - 2015. 5 08; — р 608; — 
а О 16 24. 6 5 


к соз 7Х де сов И. 2016. 


1 
$ 0$ а-5) созх- - с0з (х +а-+ь 
14 6 25 [а р и 


Хх пах + зтабх + зт2(а-в)х 
4 8а 8Ь 16(а-5) 


+ аенИх _3 2х + 8. соз4х + 1 созбх - -3_ соз 8х + 
6 (а . 2018. т со 2х ст 908 х ча ЕЕ 


эт(х +6) 


п(х+а) 


+ 5 со (3х та-+Ь. 2017. 


+ соз 12х. 2019. —— 
192 __ 5) 


2020. № ш| (ча) а №1 
со5(а-ь) соз(х+6) п(а-5) 
1 эт -@ 1 созХ_@ 
еслизш (а-Ь)=0. 2022. -Р ш|__ 2 | (соза=0). 2023. Ш 2 
со5а АВ 


х+а эта х+а 
с05 —_ с05 


‚ если эт (а - В #0. 


с08(х+ 6) 


со5(х+а) 


Зи +1 
85+ 


а 
1 (1- с05х)(2 созх)2 _1 : + 4—4 
2026. р и ВЕ : 2027. Е (2 з1шх + с0$ Хх) =. 


2 1-Е х 
| С 0 <1; 
= гс [| И - 2), если <Е 


6) 2 ше 19 селиЕ> 1. 2029. х — я агсёв (./2 4х). 


2—1 1+Ес08х 


со5х 
со$(х+ а} 


(зта70). 2024. —х + ска: п (зта20). 2025. - аге 


х 


. 2028. а) 


ки (Е + 9) 


и ах 208) 12 _1 3 = 
2030. 1. атс (9х 201 т агош 92 (а6 =: 0), где 2 = 8х. 
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Ти: _ ы ет х д Е со5х 
2032. 5 (п х — с03 х) РЕ Ни | (2 + 9 . 2033. ие" 
2034. 1 | (этх+ с05х)2 _ 1 + 2 созх - зшх . 2035. ра + $#2х , 
Не 1- япхсо$х _ О «( „Вэшх ] 5 р =( 1 | 
2036.1. ./2+./2 атоме М - [2 [8 ати и ‚гдеи= 2х. 
4 МА +2. 4-2 
2037. № ш 2-52х 2038, 1 1 агойа (51102 х). 2039. агс+8 ( = 2х). 
2/2 +2 х 2 
3 2 г (> ф 
2040. — 2 + акс -2 ,гдег= д. 2041. 1 (Е 2+ °. 
а ав ь и о. 
а В $ 
где соз ф = изшф= . 2043. а) - 3 шышх +2 соз д}; 
Мать 5? ь Ма? =. й- | 
6) 0,1х + 0,3 п [в х - 3 со$ 4]. 2044. 3х + > д № [5 зпх + 3 с0$ д. 
аб, -а16 1 НЕВЕ в ( в а 
В + = 
те: 2+5? азятх+Ьсо5х (а +52) ы = т, /а2+ 2 
Бе + 1 
изшф= — 6 2041. -35 +4 шрыштх- 2 соз х + 3|-- 6 агоёи —2 
ты 5 5 5 2 


2048. -хш(=- и]: = № (./2 +в х + с05 д). 2049. 5-1 5 пВзтх + 
7+ (2х1) 

а |, 

5.121 (авт -1] 


+ 4 со; х — 2| + 2051. 11 х + 3 созх + 


МБ-1+2ых 
. 2052. 5 (т х +3 0054) + в Ш 2 


+2,/2 шт овал Е ВЕНЫ 
Е 5) 5/5 5 +1-22 


2054. ее агсфи (==) - 1 р 2х 2055. 3 = атс (5х - 2 с0$ х) + 
3 


3 4 2- чих” 
1. 2х с05х 2056, 8 т аа ох 
10/6 6 - 2х - созх о 4./6 


3 + М2(этх- с0$х) 


25шх- созх ага 
. 2058. . 
р /3-/2(вшх- созх) У 10(зпх+2с0$х)? а О ш (2+ 2 ито?) 
а. Ь (2п-З)а Ре па 
ВО (п- 1)(а2- 62) сви (п- 1) (а?- 2)’ С (п-1)(а2-52)' 
2060. 1 п Л ьайх 206.2 их — р ИЕ у 
[созх! 2.2 ех- /24вх+1 


тео этх- со5х 1 : 
+ — ф 4#х>0 2062. ОВ] + 
т агс РЕЯ (= х ). 5[ аговйт ( т )) 5 Ш (5х 
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+ с0озх+/2+зтах). ИВ ВИ ен ао = Ш = : 
+Е 


(1-=2)(1+=с05х) Е 2 
ВЕ х+а\" Ган х-а\”" 2 = 
2064. | 608 — ) ( о - ) (сова >= 0). 2065. Г, = 2Г,_, соз а 


2ята зи-1 : х-а о х+а\ 3х [хЗ 
Теа Ра рт, топ > 2 ив - вт 9 [ вт ) . 2068. "(5 - 
п ^ 2 2 а 


а ег [55 _ 43; 4х 
ге >) - 2069. е-*(х? + 2). 2070. [5 нЕ) с0з 5х + 


х1 12х2 24 : . 
8 -= ты . 71. 22 2 А = Ре 3 я 
( 12 = эт 5х. 2071 (21 105 +х ) 5Ш Хх (20х 4х ) с08 х 


-х2 
2072. а. (хб + 31 +6х2 + 6). 2073. 2е(рР-5и + 208 - 602 + 
+ Е Де, 2 . сах во Е асозаьх+ ав штавх } 
120# - 120), гдеё = Ух 074. "|5. а = ] 
2 , ечх ГЗ(азтьх - фсозбх) _ азт3Ьх - З6соз3Ьх ` , ех : =. 
075. © ен о ] 2076. © [хх 


— с0$ х) + со х]. 2077. о х + с03 х) — 2х зы х + (зшх - со3 х]]. 


хр х-1 х . 1 . 
78. ХЕ м. + ее == . 
2078. с [ 5 16 (2 з1ш 2х + соз 2х) 56 (4 зш 2х - 3 с05 25) | 


2079. аа За + 32 оз х  х[бзшх+ 8 эт 2) = [505+ с0$ 2х) - 
— 1 005? х. 2080. ХЕ зш (2х) +1 оз (2/1). 2082. х+ о - 
3 2 2 4 1+ех 


— шп (1 +7). 2083. е* — ш (1+ е*). 2084. =. + Е ше - + а 1 (2+2). 


х =] х 
2085. х- зы (1+ е5) ру — 3 агсёи еб. 2086. х+ ь -. 
1+ ей 
и 
2087. -2 агсзп | ;] : 2088. ш (ее + Ше?2*-1) + агсяш (е*). 
2089. Ме?х+4ех-1 +2 № (ее +2 + Ше?2*+4Аех-1) — агсз1т к 
е*/5 


Те 1 1+ех-1)(1- /1-ех 
2090. — Те (Ле Ле) + Е шп А-П) 2092. а + 
5" ( 4 (Л+е+па+ Ле) ь 


а аз а = х _4 а 3 НХ 
И тот 0. 2083. (1 =). 2094. —е-* — 1! (е^*). 


2095. ей 11 (е2*-%) — е? И (е?"-?). 2096. —®®—_. 2097. 2 ( х + 3х + 2 — 
х+1 2 2 


=) + (64е* + 11 (е^*-4). 2098. хх — п "1х + пп - Ш х+.. 


500 ОТВЕТЫ 


(+ (1-1. пи-П... 2 шх + (С1”1]. 2099. х. (ве х- з 02 х+ 
+8 В ша ). 2100. — в [№# #+3 1х + 3 шх+3 3). 2101. ш (х +а)х 
х Ш (х +Ь. 2102. х 11? (х+ и = ш (х + М + хх?) + 2х. 
2103. ы- + хыСЛ-х +М+х) + 2 агоз х. 2104. Хх - 


1+х? 


— ша + Л +х?). 2105.-& + №02 +2 +2) +2 агсёе (х + 1). 2106. -Х + 
+1 ты +2) + 25. аго 5. 2107. -8+5 ра Е: 
2108. 1 Чх- я? + (х - 1) агов Их. 2109. 880 /2-Т + =. агссо$ т. 


2110. —2 звп (1 — 2) /Х + (1+ х) агат 25% 2 . 2111. 2270605х |, Дия. 
М1 -х? 


2119. 27 1 шт. 2113. х- ато я + (2 аго — #) х 


Па 2 1- 
1-х? 1+х 
х [т (1 + х2) - 11. 2114. х- 2 ш 2, 2115. -ш Л +хё + х 
ее. 2 1-х ие 
+ 5). ‚ -х 514х , : 3х $12х $14х , 
х Ш (х + 1+4?) 2116 5 + 35 2117 8 + : + = 
2118. чих — сы х. 2119. сх Е Е а Ух. 2120, тен. 2121. х - сх. 


2122. 0,5 (е2* + /е4х -— 1) + агсаш (2`2*)]. 2123. а) -в акс 37172 ( 248 5 + 1}; 6) 


зы 
Е тов ИН, в) га]: 9-1 ира хана 
5 5 3./11 11 
2124 аспахзштёх - ЬзпахсозЬх 2125 асвах созбх + б5пахяпьх 
' а2+ 6? ‘ а? Ь? Е 
1 1 1 1 х+хз 1 1 
2126. — чм --- $ . 127. = 3х 
Е а в: (1-х2)2 16 1х 
2128. * ш 1х9 1 агс 1% 2129. 2х — з3/х +668 - 


4./3 1-х /З + х? 2./3 х./З 
—6 № (4/Х +10 (=20). 2130. -2: 5 + 10х + 852) Ха -х) + ы агсыт „Их 


(0<х< 1. 2131. -2 Ел и р ЛХ (< 1). 2132. -& Л-х,/х 


Ы 3 
(=> 0). 2133. 2. - (8- аа Лт 2134. 1 5 ш 2 3 гов 2-1, 
3 


гдег=з|1-Х. 2135. —1 п 2214 1% 0136, 1 агссов 2+1, 
х 3 хз 2 х2 2 
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2137. В _ 2-2 — 2агомл х (4 < 1). 2138. - (1 + 5)? + ЕЯ х 
х 


ХНУ + Их? | («>0;х<-1. 2139. ки) в 
+х 


х О-В 


и ш СЕНЯ. + /З ато №+*2х, 2140. -25+21 [2 Зх 9 $ (#2 
„3 4 


5 1+х+х? 


+= 22) агсооз (2х — 3) (1<х<2). 2141. —д2 + г т (4+4) + 2 агсе г 


з 
2142. -1-Х* агезш х + 5 (агсыш х)?. 2144. Е." 2+1 + ли х 
х 


жа Е +1 (> 1). 2145. [3-Х -ш-я_.) Л-х- 
3 А ЕЯ те 
2+1 
— 1 аговш х шт 2+1 (0<х<1). 2146. —698х__ д: агсе 
2 х 3(2+зтх) 3.3 3 
2147. ро т 7+4./2 + соз4х , 2148. 1 И п 2+ Л + созх , 
2 7—4 /2- соз4х м1+ созх и Ее Л +созх 
2149. а[ акр х — Е а (х2 + 1] — 4-6 (агсш ху. 2150. а ( а 
2 2 . х+1 
= а: + ав 112 х-1 __Шх_ч1 х? — 
1 1] КР. 215 Пе >20. 


2152. Л +х? акс х — ш (х + Л +2). 2153. —ш (с08? х + 1+ соз4х ). 


2154. Е = ве И? агссов х (| < 1). 2155. -= ы ( х- =) х 


1 2:2 2 х 1-х? 
р и: + 2). а : 
хагс х 7 (аго х) 1 (1 +5). 2156 т ЕЕ агсёй х 


шШ(х+ 1+ х2) 1 Л: х./2 ый 
2157. + п х| < 1). 2158. — АЕ 5 “11 - хх 
2(1-х?) 4/2 Пух. а ) 

хз 


хагсэш х + . (агсашт х)? (|х| < 1). 2159. Е + т + а + х2)? агссёй х. 


2160. х* (х> 0). 2161. х-е\ агсат (2) —- ш (1 + М1 -е2х) (х < 0). 
ней 


2162. х- № (1+е)- 2е 2 агсш с? || агс —_ . 2163. ее &-а-+ 


п + 2х + Ух, 
1 + 2х - Их. 


2165. и. 2166. =. 2167. ны." 2168. Вт" (х +. 


2169. Иа аи ая . 2170. е* — 1, если х < 0; 1-е*, еслих 20. 


+0" св 1] - 52 2х 


: Е р .х 1 ( -1] 
2171. х, если [х Е д ЗЕ х, если [| 1. 2172 а. (х) 5х 
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1-2 [© = я Е где (х-х- ]. 2173. И - (11 сов ла. 


2174. х- =. при [| < 9 х- ры + Е зёп х при [5|>1. 2175. х, если 
= <х<0; хх, если 0 <х< 1; 2+ р ‚ если х > 1. 2176. хЁ(х) - Кх). 


2177. 5 2х). 2178. Кх) = 2./х. 2179. а) х- й ;б) Кх) = х при -©® <х<0; 


1(х) = е* - 1 при 0 <х < +5, 


Раздел ГУ 


1 1 175 . 125 сх 1. 175 125 
} = ЕЕ = - Е 
2181 125 . 2182. а) 5» 16 рт Та Ой 16; 5, + ег. 


10 

1 п Е. _ 10230 = _ 10230.2" 
95, - 15. Д, 5, 1х: Е о. 
‚- 2-1 "(2"-1] 


2183. 5 = 31. 5-1; 31, 2184. ит + ТТ, 2185.3. 2186. @=1. 
ты "/32 1 5 2 та 


фт ат+1 


2187.1. 2188. эт х. 2189. , - 5. 2190. 2191. ш 2. 
2192. а) 0, если |6] < 1; блшо2, если |6] > 1. 2193. 5. а [Ка) - Жо. 


2201. Вообще говоря, нет. 2203. Не обязательно. 2206. 113 . 2207. 2. 


2208. Е. 2209. з. 2210.1. 2211.1. 2213. 


1- =2 
2214. 1 ш 11/28 2215, 

аб 1- аъ’ Па ы* 
и ее и 11 [| разрывны в промежутке интеграции [-1, 1]; 
{Ех 


М2 


при Оз х< 27; в)функция агоЕ 1 разрывна при х = 0. 2217. =. 


. 2216. а) Подынтегральная функция т 
Хх 


6) функция т гот (#7 | играющая роль первообразной, разрывна 
2 


2218. 200,./2. 2219. 1. 2220.т2. 2221.й. 2222.2. 2223. 1 
2 4 п р+1 


в 
2224. 2 (2/8 - 1). 2225.1. 2226.1. "| Кх) ах. 2227. 5 п. 2228. №. 
3 е ь-а 6 „З 
2229. х+ 5. 2230. 25. 2231.0; -з1т а2; зщ 6?. 2232. а) 2х /Л+х4; 
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6) АЕ: ; в) (яп х - соз х) со8 (л 11? х). 2233. а) 1; 6) Г. ; в) 0. 


К Е 
5 + 1 а 1 [22 [6 
: .1. .а) =; 6)-. .а)- -= <0;:--@“ сы 
г) А. 2235. 1. 2237.а) 6; 5) о 2238. а) Е 5, если а 0; Е - + 5 


(а _1 2 п . ПК . 
если О<а< 1; 5 - з, если а > 1; 6) ;, если “< 1; из» если 9] > 1; 
в)2, если |0 < 1; т если [0] > 1. 2239. > ш ©. 2240, п. 2241. 4л. 
2242.2 [1- Г). 2243.1. 2244.2" _ 53. 2245.1. 2246, па\. 
е 3 2 6 16 


1 9+4./2 п? п 
2247. — ш . 2248.2 --. 2249. —. 2250. —. 2251. а) Обратная 
2 т 4 2 ) р 


п 
2 

- 1 
функция х = двузначна; 6) функция х = - разрывна при { = 0; в) не 


существует однозначной непрерывной ветви функции х = Агс& +, опре- 
деленной на конечном сегменте и пробегающей значения от 0 до п. 


2252. Нет. 2253. Можно. 2256. Кх РВ - Их+а. 2260. 3 е? 


1 0 


2261. | [Кагсзш #) — Кл — агсаш БЕ + [ [Кл + агоэш #) — Кл - агсз )] 4+. 


2262. 4п. — 2263. г. 2264. агсёе 32 - 21. — 2268. 3155. 
2269. 5 шз- о 2270. ее Е = . 2271. -665. 2272. -Е. 2273. 2. 
2274. т 13. 2215. 2. я Е т 2276. 21/2. — 2271. 2. 
2278. - т. 2279. 3 (“- 1. 2280. 3 ш2- 225. 2281. Г, = та :т, 
еслип= 28; Г. = т если п = 2+1. 2282. См. № 2281. 
2283. (-1)" [Е ы (1 :ь Е = Е ет +51]. 2284. т. 


2285. См. № 2281. 2286. Г, = а 2287. Г, = (- о № +5 1- 


+ „+0“. 2290. пт! . 2291.0, если л четное; 
п 


атч ттт! п! (т + п)! 


бы 


п, если п нечетное. 2292. (-1)"л. 2293. — . 2294. ое эт т. 


2295. 0. 2296.0. 2297. =—. (1-е?) С, ет в 
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2298. + НА Ре 1)” 1. 2299. ее" 2302. В точках разрыва функции 


{(х) производная Е’(х) может как существовать, так и не существовать. 


2303. |х| + С. 2304. агссоз (соз х) +С. 2305. х[х] - ре Ос: 


2306. к Е ав + С. 2307.6 + = агосоз (605 1х). 


2308. 20 +х|-1-ж) +(. 2309. -1. 2310.14-шШй 23. 9. 
2312. ---. 2313. 1 п! 2314. В 5 п. 2315. Е . 2316. а) -; б) +; в) +; г) - 
2317. а) Второй; 6) второй; в) первый. 2318. а) 5 ;б) 62; ;в) 10; г; = 60$ Ф. 


2319.1. —Р__ =Ь — малая полуось эллипса. 2. 0 ор = 


1 
(в + Г — 
лв Ая 


конечная скорость тела. 2320. 5 1 . 2321.А. 2322. а)0 =, т т; 6) 0 = . } 


в)0= Ем 1 пы 0=1, цы 0=1. 2323. 8" + 4по (0 < 1). 
х х 2 3 3 


х-=с 


2324. Заключается между — и 1. 2325. 0,01 - 0,0050 (0 <0< 1). 
10,/3 10 


2326.2. а) 1; 6) КО) ш 2. 2328. -°_ (0<0< 1). 2329. 206] < 1). 2330. 8 
а 50л а а 


(19 < |. 2334. _ . 2335. —1. 2336. пл. 2337. л. 2338. - ш 2. 2339. ре : 
а 3 3.3 


2п п п 1 2 п 
2340. — . 2341. —. 2342. -. 2343. - ш| 1+ - |. 2344.0. 2345. - -1 
3./3 у 2 5 ИЕ] 2 


. 2848. 1, = п! 2349. 1, = ОЛ. лв" Тапа, 
(2—2)! р 
(ае- 5?) 


2350. Г, = п! > (-1)**1С* 1 (Е + 1), где С\ — число сочетаний из п 


#=1 


= и = т 
элементов по #. 2351. Г, = От, если п — четное, и Г,= мон й 

п.- п.: 
(пп 


п!’ 


= 11 
если п — нечетное. 2352. Г, = мин л, если п — четное, и Г, = 
п!! 


если п — нечетное. 2353. а) х- 112; 6) г. 12.2354. ава . 2356. а) 1; 
= е" 


5) Ь ;в) 0. 2357. а) 1;6) з ;в) 1;г) ы (О). 2358. Сходится. 2359. Сходится. 


2360. Расходится. 2361. Сходится при р > 0. 2362. Сходится, еслир> -—1 
иа> -1. 2363. Сходится, если т> -1, п-т> 1. 2364. Сходится при 
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1<л<2. 2365. Сходится при 1 <п<2. 2366. Сходится, если т > -2, 
п-т > 1. 2367. Сходится при п > 0 (ат 0). 2368. Расходится. 
2369. Сходится, если р < 1, 4 <1. 2370. а) Сходится при п > -1; 
6) Сходится. 2371. Сходится, если шла (р, 4) < 1, шах (р, 4) > 1. 
2372. Сходится. 2373. Сходится. 2374. Сходится, еслир > 1, 4< 1. 
2375. Сходится при р > 1, 4 произвольном, г < 1и прир=1, а>1,г< 1. 


2376. а) Сходится, если р, < 1 (1=1,24,..., п), т р, > 1; 6) сходится при 


и > -, В > -т а +В < -1. 2377. Сходится, если Р,(х) не имеет корней 
в промежутке [0, +59] и п> т+ 1. 23718. Сходится не абсолютно. 
2379. Сходится не абсолютно. 2380. а) Сходится абсолютно, если 


ее 0; сходится условно, если 0< а 1; 6) сходится; 
Ч Ч 

в) сходится. 2381. Сходится абсолютно, если р > -2, а> р + 1; сходится 

условно, если р> —8, р а<р+ 1. 2382. Сходится условно при О <п<а. 


2383. Сходится абсолютно при п> т+ 1; сходится условно при 


т<п<т+1. 2385. Нет. 2392. ша 1.2393. 0. 2394. п. 2395. 0. 2397. г. 
2398. 45. 2399. 45. 2400. а) 9,9 — 8,1 ше = 6,38; 6)2 - 25 = 0,56; 
в) Е +2 =0,97. 2401. 1. 2402. па?. 2403. ла. 2404. ча. 2405. т 8 р?. 


2406. —^__. 2407. 3па?. 2408. ти . 2409, т . 2410. 1 тит = 0,546. 
МАС - В? 
2411. (31 +2): (91 - 2). 2412. х = сь $, у= 1 5. 2413. Зла?. 2414. -. 


2415. 1 (дл + 3л). 2416. бла. 241. а) т. -^“, б) ла? а 


2418. а?. 2419. Зла. 2420. а. 2421. =. (3 +4,/3). 2422. а) ПР 
(1-2?) 


з, 
2 
0) Изв) у .2423. (1-10. .2424. 5 [ 1-ш2+ 7.) .2425.2) 3; т; в); 


г) п ЕЕ = ; д) л( 1 п] а?. 2426. За?. 2427. па?./5. 2428. а?. 2429. 3 ла?. 


хо + хо+Ё 
2430. ^@*. 2431. 8 8. (10 0 - 1). 2432. 2 [в ж+В а 
р 2 Ё 


2 


2433. Ле—аз. 2434. 0- И + Л че - ш 1+" 2435, ит. 


1+ 2 


а+ь _ (т а а 
2436. аш 98 5. 2437. т ш(" + п). 2438. ат @. 2439. 4а( И 
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+ Вы 14.8) 2440. ба. 2441. (9-62) 2442. 1+ № +2) 2443. а. 
В о и: 


св + МсЬТ 
1+ 2 ’ 


3 
5) 5 (св? 2Т - 1). 2446. ла. +471? +1 т(2л+ Л +412). 2447. Е": а 


2444. 2п?а. 2445. а) 2( св г СВТ - 1) - бт 


2448. 8а. 2449. [2 + т(1 + 2}. 2450. Зе. 2451. а(2л — № л). 
2452. а) 2 +: т 3; 696%; в) ЗВ Я; г) Т. 2455. = =0,73. 2456. и (2а+5). 
2457. 1 [(2А ав + +29. 2458. п (А + а)В + (А+ 2451. 
2459. УЗН. 2462. заб. 2463. + лабс. 2464. Влас. 2465. ба 


2466. За" (п - . 2467. г а?‚/аб. 2468. па ‚2469. &. 2470. 47. аз 


2472. 3 пар. 2473. а) бт; 5) 8. 2АТА. а) г; 6) 27°. 2475. а) < а ла; 


па?ь Л. 202 ро. И 
6) Е 2476. а) 5: б) 2л. 2477. 2п*а*ь. 2478. те. 2479. 5-е) 


2480. а) 5п?а3; 6) 6713а3; в) 7л2а°. 2481. а) 8% Е пав?) 6) 3 па 2Ь. 


2482.1. 7, = Зет; И, = п. 2483. 1. а) па*; 6) —2 а п?а?. 2. | х 


35 ы 1 
хш (1+ 8) - =]; ос; в) та". 2484. 1.2 (п‘ — 6л2)аз. 2. бт 


2485. т 2486. ых в [21/3 +2 3 ИЗ. 2487. 2а ла? +4? + 
22 


+ В п лазутаиы дала. 2488. п] (45 - уч СР-ЬЬВ-Ь]. 


2489. а) 27 а. (2х0 + р) 12рхо+р? - р!]; 6) [| @+4ж) [2х(р+2х.) - р2х 


ое тя | 2490. 2) 2л? + элабатевте ;6) 2102 + тв. Ш [2а +е)], 
р 


где Е = и. эксцентриситет эллипса. 2491. 4п?аб. 2492. 1 паз. 
а 


2493. а) ла [25 +азп "2; 6) 2ла [чз -асп "). 2494. 4па?. 
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2495. а) 94 лаз; 6) 16л2?а2; в) 92 да. 2496. Эт? (4/8 -1. 2497. 32 да?. 


2498. а) 2ла? (2 - ./2); 6)2ла?/8; в)4ла?. 2499. —8__ [14/5 + 
1283/10 


+17 № (2+ 5] = 1,013. 2500.7 = “Тр;р- 21р?[(2 + 8) + (1+ 5). 
2501.1. М, = 2а?; М, = па .2. Е [./3 +51 (1+ ./2)1. 2502.1. М, = ви 


_ 613 —_ 8 4 _ 8 4 —_ 6 и 6 (х) _ паз. 
м.- 9.2.1, - Ват - Ва, г,-а в, -а8. 2508. М в. 
п 


МУ - па. 2504.1. М, = = ‚ М. = Е. 2.1 = & МЕ. 2507. ж = 


2 
аа; у 0. 2508. [9 а, Фа). 2509. [42 , 4). 2510. (0, 0, Ва). 


2511. Ф;ф=ф-а, гдеа = агс+5 5 ри = т . Логарифмическую спи- 
/1+4т 

= те" *®. 2512. 4-0, ю= ба. 2513. хо = = Ва. 

раль го т * 512. Фо ‚ о = ва 513. хо = да, уо 2@ 

2514. 2 = Ва, и=0. 2515 (о 0, <]. 2516. 75 кг. 2517. А, = та. 

хо - Ва, % = 0. 2515. [ 0.0, |. 2516. . 2517. А, В, 


где В — радиус Земли; А», = тяВ. 2518. 5 Дж. 2519. 1740 Дж. 2520. Е а3. 


2521. 7085 Т. 2522. Г + &Т?. 2523. 5 пб». 2524. Проекции силы 


ЗЕт Це 
а 


притяжения на координатные оси: Х =0,У=- ‚ где К — гравита- 


ь 
Ма? + 5? 
постоянная. 2526. Примерно 3 часа. 2527. Сосуд должен быть ограни- 
чен поверхностью, образованной вращением кривой у = Сх* вокруг 


а 
вертикальной оси Оу. 2528. © = @,: 2 165%. 2529. 99,92%. 2530. о. 


ционная постоянная. 2525. 2аетбу (1 = } ‚ гдей — гравитационная 


В ответах на приближенное вычисление определенных интегралов 
даны табличные значения. 2531. 6,2832. 2532. 0,69315. 2533. 0,83566. 
2534. 1,4675. 2535. 17,338. 2536. 5,4024. 2537. 1,37039. 2538. 0,2288. 
2539. 0,915966. 2540. 3,14159. 2541. 1,463. 2542. 0,3179. 2543. 0,8862. 
2544. 51,04. 
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Раздел У 


2546. .. 25417. 5. 2548. 3. 2549. 1. 1550. з. 2551—9900. 


1- 29с08а + 4? ° 

6) бои“ Оба /2. 2553. Сходятся лишь при х = #п (Ё — 
1-2 4созо0 + 42 

целое). 2556. Расходится. 2557. Расходится. 2558. Сходится. 
2559. Расходится. 2560. Расходится. 2561. Расходится. 2562. Сходится. 
2563. Сходится. 2564. Расходится. 2566. Может как сходиться, так и 
расходиться. 2567. а) Может как сходиться, так и расходиться; 
6) расходится. 2578. Сходится. 2579. Сходится. 2580. Сходится. 
2581. а) Сходится; 6) расходится. 2582. Сходится. 2583. Сходится. 
2584. Сходится. 2585. а) Сходится; 6) сходится; в) сходится при лю- 
бых Чбих. 2586. Сходится. 2587. Расходится. 2588. Расходится. 
2589. а) Сходится; 6) сходится; в) сходится; г) сходится. 2591. 2. п > 13. 
2595. Сходится. 2596. Сходится. 2597. а) Сходится; 6) сходится. 


ав 2600. Сходится 


2598. Сходится прир > 2. 2599. Сходится при 
прир> р . 2601. Сходится. 2602. Сходится при р +4 > 1. 2608. Сходится 


при а > р. 2604. Сходится при _ +49>1. 2605(н). Сходится при 
и(а- р) > 1. 2607. Сходится при Ч >р-+1. 2608. Сходится при р> 0. 
2609. Сходится прир > 0.2610. Сходится прир > 5 . 2611. Сходится при 
Ь> 1. 2612. Сходится при р^> 1. 2613. а) Расходится; 6) расходится. 
2616. Сходится при х< .. 2617. Сходится. 2618. Расходится. 
2619. а) Сходится при р > 1; 6) сходится при р> 1, 4 произвольном и 
прир=14> 1. 2620. а) Расходится; 6) сходится; в) расходится. 


2621. Сходится. 2623. 1,20. 2626. Сходится при а > 5 . 2627. Сходится, ес- 


лиа= 5 . 2628. Расходится. 2629. Сходится. 2630. Сходится при а > 2. 
2631. Сходится. 2632. Сходится. 2633. Сходится. 2634. Сходится, если 
с =0, а < -1. 2635. Расходится. 2636. Сходится, если ч* 0. 
2637. Сходится. 2638. Расходится. 2639. Сходится. 2640. Сходится, ес- 


лиа= „с. 2641. Сходится, если а < -1. 2642. Сходится, если “> 5. 


2643. Сходится при а’>е, с =0и при а* > 1. 264А. Сходится при а +6 > 1. 
2645. Сходится. 2646. Сходится. 2647. Сходится. 2648. Расходится. 
2649. Сходится. 2650. Сходится. 2651. Сходится. 2652. Сходится при 
и<2. 2653. Сходится. 2654. Сходится. 2655. а) № > 100 000; 6) № > 12; 
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в) М> 4. 2659. 5. 2660. 13. 2661. 1 2. 2662. а) 5 ш 2; 6); ш 2. 


2664. Сходится. 2665. а) Сходится; 0) сходится. 2666. Не следует. 
2667. Сходится. 2668. Сходится. 2669. Сходится. 2670. Расходится. 
2671. Сходится. 2672. Сходится. 2673. а) Расходится; 6) сходится. 
2675. Абсолютно сходится при р > 1; условно сходится при 0 <р< 1. 
2676. Абсолютно сходится при р > 1; условно сходится при 0 <р< 1. 


2677. Абсолютно сходится при р > 1; условно сходится при 5 <р<1. 
2678. Абсолютно сходится при |х — пй]| < а (Е — целое); условно сходится 


при х = де + т . 2679. Сходится условно при любом х, не равном целому 


отрицательному числу. 2680. Абсолютно сходится при р> 1; условно 
сходится при 0 < р< 1. 2681. Абсолютно сходится при р > 2; условно 
сходится при 1 <р < 2. 2682. Абсолютно сходится при р > 1; условно 


сходится при 5 <р< 1. 2683. Условно сходится. 2684. Абсолютно схо- 


дится. 2685. Расходится. 2686. Условно сходится. 2687. Абсолютно схо- 


дится при р> 1; условно сходится при 5 <р< 1. 2688. Расходится. 


2689. Абсолютно сходится при р > 2; условно сходится при 0 < р<ё. 
2690. Сходится. 2691. Расходится. 2692. Абсолютно сходится при 
> р- 1; условно сходится прир < 94 < р+1. 2693. Абсолютно сходится 
прир> 1, а> 1; условно сходится при 0 < р=д< 1. 2694. Абсолютно 
сходится при р > 1; условно сходится при р = 1. 2695. а) Абсолютно схо- 
дится при р > 1; условно сходится при р = 1; 6) абсолютно сходится при 
р> 1, а> 1; условно сходится при 0 < р=а< 1. 2697.а)р> 1;6)0 <р<1. 
2698. а) Сходится; 6)сходится; в) сходится. 2699. аа> рт 1; 
б)р < а<р+1. 2700. Сходится абсолютно при т 20; сходится 
условно при -1< т<0. 2708. а) п> 1000 000; 6) п? 1,32 . 108. 
2706. а) Расходится; 6) может как сходиться, так и расходиться, 


2707. Е . 2708. г . 2709. -2 . 2710. пе . 2716. Сходится абсолютно при 
НЕ 


|| > 1. 2711. Сходится абсолютно при х > 0; сходится условно при х = 0. 


2718. Сходится абсолютно при х > -3 и прих < -1. 2719. Сходится абсо- 


лютно при [х| * 1 и сходится условно при х = -1. 2720. Сходится аб- 


солютно при 1-3 <х< Е и при = <х< та 2721. Сходится 


абсолютно при |х — д] < 7 (Е =0, +1, 12, ...). 2722. Сходится абсо- 


д 
6 
лютно прир>1их7й (= -1, -2, ...) и сходится условно при 0 <р< 1, 
х7Е. 2123. Сходится абсолютно при а > р-+ 1 и сходится условно при 
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р<а<р-1. 2724. Сходится абсолютно при [х| < 1. 2725. Сходится абсо- 
лютно при |х| < 1. 2726. Сходится абсолютно при [х| * 1. 2727. Сходится 
абсолютно при х 7 -1. 2728. Сходится абсолютно при х > 0. 2729. Схо- 
дится абсолютно при 0 < || < +5, если |а| > 1; расходится, если {|а| < 1 или 
если х = 0. 2730. Сходится абсолютно при х = Ви прил > Е. 2731. Схо- 
дится абсолютно при х> 1. 2732. Сходится, если 0 < шш(х, у) < 1. 
2733. Сходится абсолютно при [| < 1, 0<у< -<° и при |х| > 1, у>|х}; 
сходится условно при х = -1, Оу < 1. 2734. Сходится абсолютно при 
плах {|х|, И) < 1. 2735. Сходится абсолютно при: 1) 0<х<1, -< < у< +05; 


2) х=1, у>1и3)х> 1, у> 2. 2736. Сходится абсолютно при [х - |< г з 


2 е 1 био 
где Ё — целое число. 2738. ты & < 2; РЕ 2739. а) Сходится 


абсолютно при х? 0, сходится условно при -1 < х< 0; 6) сходится 
абсолютно прир + х>Ти при х = 0, 1,2, ..., сходится условно при 
О р+х< 1; в) сходится абсолютно при: 1) [| < 1, у— произвольно; 


2) х= 1, у> 5; 3) х — произвольно, и = 0, 1, 2, ...; сходится условно 
прих = 1, и <у< 1. 2743. При = = 0,001 их = 1/0, 1, М> Зм. Нет. 


2744. п > . . 2745. п 2 26. 27146. а) Сходится равномерно; 6) сходится не- 


равномерно. 2747. Сходится равномерно. 2748. Сходится неравномерно. 
2749. Сходится равномерно. 2750. Сходится равномерно. 2751. а) Схо- 
дится равномерно; 6) сходится неравномерно; в) сходится равномерно. 
2752. а) Сходится неравномерно; 6) сходится равномерно. 2753. Сходит- 
ся равномерно. 2754. Сходится неравномерно. 2755. а) Сходится равно- 
мерно; 6) сходится неравномерно. 2756. а) Сходится неравномерно; 
6) сходится равномерно. 2757. Сходится неравномерно. 2758. а) Сходит- 
ся равномерно; 6) сходится неравномерно. 2759. Сходится равномерно. 
2760. а) Сходится равномерно; 6) сходится неравномерно. 2761. Сходит- 
ся равномерно. 2762. Сходится равномерно. 2763. Сходится нерав- 
номерно. 2767. а) Сходится равномерно; 6) сходится неравномерно. 
2768. 1. Сходится равномерно. 2. Сходится неравномерно. 2769. Схо- 
дится неравномерно. 2770. Сходится равномерно. 2771. Сходится нерав- 
номерно. 2772. Сходится равномерно. 2773. а) Сходится неравномерно; 
6) сходится равномерно. 2775. а) Сходится равномерно; 6) сходится не- 
равномерно. 2776. Сходится неравномерно. 2777. Сходится равномерно. 
2778. Сходится равномерно. 2779. Сходится равномерно. 2780. Сходит- 
ся равномерно. 27181. Сходится равномерно. 2782. Сходится равномер- 
но. 2783. Может. 27185. Не обязательно. 2795. а) Существует и непре- 
рывна при |х| < 1; 6) существует и непрерывна при [х| < +09; в) сущест- 
вует при [>| < +09, разрывна при х = 0. 2799. а) Существует и дифферен- 
цируема при х = —# (Е =1, 2, 3, ...); 6) существует при [| < +00, диф- 
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ференцируема всюду, за исключением х = 0. 2802. а) а произвольно; 


б)а< 1; ва<2. 2805. Нет. 2806. > ш2. 2807. 1. 2808. а) 1; =. 


2809. Законно. 2810. Да. 2812. В = 1; (-1; 1). Прих = -1 сходится абсо- 


лютно, если р > 1, и условно, если 0 < р< 1; при х = 1 сходится абсо- 
4.2 


лютно, если р > 1, и расходится, если р < 1. 28183. В = з : [8 ; = . При 


х= $ сходится условно; при х = -2 расходится. 2814. В = 4; (-4; 4). 


При х = +4 расходится. 2815. В = +00; (—с0, +00). 2816. В = . : ( — ; 1] : 


При х= = расходится. 2817. В = +09; (—с°, +09). 2818. В = 2; (-1, 3). 


При х = -1 сходится абсолютно, если р > 2, и условно, если 0 < р<2; 
при х = 3 сходится абсолютно, если р > 2, и расходится, если р < 2. 
2819. В = 272; (-27Р, 22). При х = -2Р сходится абсолютно, если р> а, и 
расходится, если р < 2; при х = 2Р сходится абсолютно, еслир> 2, и 
сходится условно, если 0 < р< 2. 2820. В = 1; (-1, 1). При х = -1 схо- 
дится абсолютно, если т > 0, и расходится, если т < 0; при х = 1 схо- 
дится абсолютно, если т? 0, и сходится условно, если -1 < т< 0. 
2821. В = пп (: - ; ; (-В; В). При х = -В сходится условно, если а 26, 
и абсолютно, если а < 65; при х = В расходится, если а 2Ь, и сходится 
абсолютно, если а < 6. 2822. В = тах (а, 6); (-В; В). При х = А расхо- 
дится. 2823. В = 1; (-1; 1). При х = +1 сходится абсолютно, еслиа> 1, 
и расходится, если а < 1. 2824. В = 1; (-1, 1). При х = 1 сходится аб- 


солютно. 2825. В = 1; (-1; 1). При х = -1 сходится условно; при х = 1 
расходится. 2826. В = 1; (-1, 1). При х = -1 расходится; при х = 1 
сходится условно. 2827. В= 1; (-1; 1). При х = 1 расходится. 
1 1.1 1 1 11 
А == ; .В=-;| -=, =). 
2828. В д, ( г. 1) Прих +1 расходится. 2829. В 37 ( 8 я 
При х = = расходится. 2830. В = 1; (-1; 1). При х = +1 сходится 


абсолютно. 2831. а) В= 1; (-1; |. При х = 1 сходится условно; 
6) при 0 < х< 2 сходится абсолютно; при х= 2 сходится условно; 
в) сходится лишь при х = 0. 2832. В = 1; (-1, 1). При х = -1 сходится абсо- 
лютно, если у - “- В> 0, и сходится условно, если -1 <у-а-В< 0; при 
х = 1 сходится абсолютно, если у- о - В > 0, и расходится, еслиу- а-В< 0. 


2833. х > 0. 2834. (х| > 5 ‚ 2835. 0 < |4 < +00. 2886. х > -1. 2887.15 - < 1, 


где & — целое число. 2838. -1 + 3 (х + 1) -З(х + 1) + (х + 1}. 
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(ЧМ; 9 > «И <в- 9; 


2839. а) в 


п+1 


х2т+1 


т 4+5) 


(1 > |8). 2840. > (171 920 (0 <х< 2); 12. 2841. я 
221-1 


2п 
(2! (х| < +05). 


2842. Е < +55). 2843. у (-П"н 
пЕ\ 


г у 
2844. у А х" ([х| < +09). 2845. их + ыь х3 + и 2+... 
п=0 " ь . 


<. 2846.1 - К - м... (< 1). 2847.1 +(%-П+ 


4! 
1+ @-1 < 2 _ Та ] 
+ (х 1+ #1. +... (О <х 2). 2848. ‹[1 ий +... 
{4 < 1). 2849. за (хп) =эах-й сов этих созх +... (#] < +09); 
ы 12 23. 
соз (х + В) = созх - Язшх - 51508 х + эт Ах +... (< +5). 


2850. 1. а) (-2;2); 6) (8,7). 2. Нет. 2851. У. СТ" (< +05). 
п=0 . 


(2+1)! 


2852. 1.1+ У'(-0" т т 
ПЕТ 


х?° (4 < +09). 2858. 3 >. (-1)"*1 32-1 риа 
п=1 


(5 < +05). 2854. хз х (м <1). 2855. У п+ 1х" (< 1) 


в=190 п=0 


м (2- ИИ и: [1 1 хи! 
2856. х + о ( << 3]. 2857. » т М <1 


2858. 


©21-- 


хи РАБА (= - 5). ав: х у. 5 хм < 1 


2860, 1 у. ан" ] уф < 1). 2861. У. аипдва, = [В + 


+(-1" (8-1 в Г " боиела Фибоначчи). 2862. а) — >» ве О (4 < 


6) У сих", где с, = 1, если п = 4#; с, = -1, если п = 2 +1; с, = 0, если 
п=0 


= 2+2 или п= 2+3 =0, +1, 2, ...). №1000 (0) = 10001. 


2863. У 'х" соз па (| < 1). 2864. Ух" эт па (5х < 1). 2865. Ух" В па 


п=1 п=0 п=0 


се со 241 
а} (2п+т) 2п -1)"*1+11+(-1)"|(- 12 й 
{<е“). 2866. р (отн < 1. 2867. У х 
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и 1 


(-1<х< 1. 2868. у в (х| +оо). 2869. р м 


п=0 


т < 1; 1 


(2-1) хит г п (2пП- ПИ х2п+1 
2870. к У А Е (х |<1). 2871. х+ У |< 1) ке. а 


ПЕТ п=1 


био < ЕТ 
<. 2872. в х" (< 1). 2873. хх. С ЕВ 


. 


и < з к _1)7221-1 21-1 
(-1<х< 1); > (-1<х<1); заеш2+ ея 


ах Вя Х | соб и |6 < 8); д) м ыы 


2"(2п+1) 21(21-П 
< 1); 1+ ОЕ НЫ <х<1Ти-1<х<0: 
[х<1; е2& ра а ря 0х и-1<х<0; 


Хх < | (1-0 ха | я (21-1) 
т ее. (< 1; 1+5 + Ус И ра * 


хи 2 


(4 < 1. 2874. а) с=* [(2ху" + ао (2х -2 + 1 те п-3) > 


х (2х) “+... ;6) СО" е= а т 1 Рт- 0-2) и-22 |, 
ая 1! 2! 


в) С 1-1! [т НЯ) ив Шея п-3)(п-4 в. | 


(1+х2)" 3! 5' 
< (-1)" 28 |_ 1 
2875. а. + 1)" (-2 < х<О0). 2876. Э- (< > 1. 
с 2 (х- Г" х к (2-х \"* 
2 : —. = >0). ь‚— — 
В о | т (20) 23 1+х ы > (2п)!! (5 
_1 Е ВН ив л 
(=> >]. 2881.1 15-5 .. ($ <1).2882. + х 
(5 < +05). 2883. я [5 а ат. х” (5 < +09), где 0! = 1 
(21! (21-2) (21-4)! у ? 
1)! = со, (2)! = х а 
(-1)1 = оо, (2)! 6:88 2), [1+5 аж») 2" (-15х<1. 
т 1 : ыы обоов ил 
-=1)”* 2+1 < п 
2885. х+2 Хх с х2" +1 (< 1). 2886. р д х" (4 <+05). 
в т: 1 
2887. < +09). 2 1+ +. ы 
887 ра к" (| ). 2888. о |< 1) ( а. 
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ыы (1-1 1 1) = < 
(-1<х<1). 2889. = 1) | о = г (9<Ы 
> 221+1(п!)2 2" 1 2 х 
2890. > ЗЫ Ех < 1). 289 хуи +. „(м < "|. 
а д рае В 
2892. хх + 57+... о =). 2893. 32 - 15’ - д45х 


Ен - 


№ Ч А 
(| < п). 2894. Е = 1, ыы | ЕЕ 


= 0. 2895. Р‚ (х) = 1; 


Р,(б= ии тек п(п- | ее п(п- 1)(т-2)(п- 3) л-а — ... 


21-1) 2.4. (21 1(2п-3) 

(п >21) (многочлены Лежандра). 2896. >. „д“, где 8, = У а,- 
- > 

2897. а) В > шш (В, ,); ) В>2ВЕ.,. 2901. > (-1)" и (&| < +05). 

2902. х+ я и (< 1). 2903. ти (4 < +05). 

2904. > 1)" О (< 1). 2905. х+ х. = к с = -... < 


2906. 5 п т х (м < 1). 2907. ага х (х|< 1). 2908. св х ([х| < +05). 
-х 


2909.1 + 1-Х щ (1 - +) (4 < 1). 2910. {-1<х< 1. 29. 
х 


1 Хх 
М1 -х (1-х)? 
(< 1). 2912. ее. (< < 1). 2913. 


а $; (< 1). 2916. В-=2; 


ИР (и- 1)? < 4. 2917. В= т. д? + у? <} . 2918. ВЕ: +1. 


2919. Н- 1 +у’< 1. 2920. Н- | 25 5]; (= - 03 00? + (у- эп 9)? < 


<4 511? 5. 2921. 2,080. 2922. а) 0,87606 = агс 50°11’40”; 6) 1,99527; 


в) 0,60653; г)0,22314. 2928. 0,30902. 2924. 0,999848. 2925. 0,158. 
2926. 2,718282. 2927. 0,1823. 2928. 3,1416. 2929. 3,142. 
2930. 3,141592654. 2931. ш2 = 0,69315; ш 3 = 1,09861. 2932. а) 0,747; 
6) 2,835; в) 1,605; г)0,905; д) 1,057; е) 0,119; ж) 0,337; з)0,927; 
и) 8,041; _ 0,488; л) 0,507; м) 0,188. 2933. 8,82. 2934. 4,84. 2935. 20,02 м. 


2936. 3 т 5 с08 2х + 1 с05 4х. 2987. Ряд Фурье совпадает с многочленом Р, (х). 


эт (22-1) 


эт(2-1)х. п А _2А < _1 
898 > 28-1 ’4` о. 2 т р 2Е+1 
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п+1 Яплх этих 1 С соз(2Е+ 1х 
2940. 2 > (-1) . 2941. у . 2942. — 9 ЕЕ ° 


п=1 


(а-Б)п _ 2(а-6) < со5(2+1)х п+т зшлх 
2943. = г ^ а + а+ь м (-1) =? 


=. 


2944. ст + ее соз пх. 2945. 2 тла [5 + у (-1)" 1 асов |. 


а? 
н=1 п=1 
2;тха - (-1)" 1изшлх алла (ти эших 
2946. =—— : 2947. : 
п № п? - а? х п? + а? 


п=1 в= 


айсо5 Я — пот 


1 > В й о 
. др 3 а а . Г“ . ы И 
2948. 231 ав = р (-1) - 949. ат [+ 


(ай)? + (пп)? 


о », _ (вл пла ПЧ соб ПИХ — соз ПИЯ За пля (а х<а+ 24. 
п ит 1 р р р 


_1 < (-Т)н+1 16 > (ея 
2950. 1 5 с08х +2 ^ ии соз пх. 2951. - р о эт 2ях. 


4 «с08 (2+ Т)х 4 < = о 
2952. ы » |< 1) И 29583. ы >в Е ; эт (2 +1)х, 


4х со5(2+Рх 1 _ 1 алия (а , 
2954. - а т . 2955. : ь Е - (х = целому числу). 


2956. 1 Ил г со527(21+1)х 2957. 2 _ 4 < соз2их 2958. 2 5 


г (21п+18 п п 4-1” 
а чае - + 8) + 
м = а и 12) 
$ са [ 2+8 У СО ия ов (вр ыах | +5 |511 [ 8 ша+ + 
+, © [2 У Азия | ов «+ > с [| ша+.7) 


16 (-1)”" с _ ул | т с 
+ 2 т эт (2т 1 соз 8х ы 2961. = 4 - со8 их 


а < {(-1)"' в. (2 Юх (доу 4: + 
(-л<х<п; балу О а эт их > ЕТ (0<х=п); в) 


п=1 


< созпх < ыпнх М Пе 2_ п? 
——-= -4 2-Й (0< хх ‚—, -. 2962. = — + 
т ы о а - 
+ м 1)” 608 1х. 8 = 22 С 1+1 этлх + 12 Е —1) эших, 

4 СИ" С; х п 2 я р И - 


п=1 
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4. 14 2 < гал с05пх < (-1)"*1 (ла). 
и = ст + 8п о (-1) та + 48 ра т 608 ПХ. 2963. в 


л2 - Зла + За? 2 9х1 2лпх 1 <> соз2ллх 
А. ПО — сов 277“ + — И (0 <х<3 
6 ь 3 212 » п? 3 212 2. п? \ ). 


2965. 1 С, + р С"-* соз 2х. 2966. > этих (9 < 5. 


2967.1+2 > 4" сов их (|| < 1). 2968. у 4” 0$ пх. 2969. —2 м 1" соз пх. 


л=1 л=0 


2970. -ш2 - у. ООВ 2971. -ш2 + у СО’тлеовях, 


п 
п=1 п=1 


со5(28 + Ох. < эт (2+ 1х „а _ 
2 1 2973. у (ЕН 2974. х($) р 


ах ры (-1)* за (21 +108.) =“ 
ее 2а 2 


2 р (2Е+1)2 
_ 4а © 1 в (Аа + а С р (2+ лз 
п? о (2Е+ 1)? > (2Е+ 1)2 2а | 
2975. /(-х) = Кх); Кл- х)= -Кх). 2916. К-х) = -Кх); Кп- х)= Ка). 
3 2 58: (810% п). 
2971.2), "ет ПЕН | 05 (28+ О | (25 х< 1); 


2-11 +1 - 8 1 з 
я - ея + у Е ЕН 


[0<=< ее 
(п=0, 1,2, ...). 2979. ад = =О(п=1, 2,3, ...). 2980. ва, - = 

1 = 0; ба. =0,6=0. 2981. 9, =а„ В, =-,. 2982.0, = -а,, 
\, = 6... 29838. а, = а, сов пй + 6, зп п, Ь, = 6, созий - а, эп ий. 


2984. = а, А,=а, али ‚В,=Ь, Влй (п=0, 1,2, ...). 2985. Аз = а?, 


Ана +; В, = О (п=1, 2, ...). 2986. 1. 2987.1. 2988.2 ш2 - 1. 
1 1 1 1 _1 3 
2989. +. 2990. =. (1 о Канке 1). 2991. 12 - 5. 2992. 3. 2993. 1. 


2994.2 (1- 12). 2995.2е. 2996. 3е?. 2997. т _ 3. 2998. = в. 


2999. 5 (соз 1 — эт 1). 3000. 5 (4т2- 1). 3001. е* (ох" + аи 1х" 71+... 


.. 1 90), где коэффициенты а, (Е =0,1,..., т) определяются из равенства 
В(п) = оп (п- 1... п-т П-+а п @п-т..(Кп-т+а+... ап +. 
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3002. с? (= +: +1} . 3003. [2 +х+ 1] с" т. 3004. [1- =] соз х — 


ха 1 [х+1 = >0.1 х+1 с: № 
= зв Их св „/х } ‚если х т эш „Ля 


— соз „1 ] ‚ если х < 0. 3006. 11 = . 3007. 2х агс х — ш (1+ х2) (х <. 


3008. акс х + ты тх (< |. 3009. (1- да - 1 (= п 
-х 


ел 
Е в: 1+х х(3-х) я 
3010. [1 ;] 1. 3011. 41. (< 1. 3012. кая (< 1. 


3013. (1+ 2х2) е*?. 3014. +ТЕшоа. 3015.7. 3016. 1. 
3.3 3 4 2 
3017. 5. 3018. ЛХ (0 <х< 2). 3019. -Шт | 2 Это 


х+и 
т 


[1 


3020. 


ми- 


. 3021. 1, если О <х< 20; 0, еелиа<х< Жт- 2: 


х-а“а 
51 


‚если 2л - 2а< х<2л. 3022. 1 звих (х]| < п). 3023. з (1 ы сов Е 


-Е ах (<). 3024. 7. -ЛЫ (4 < п). 3025. Е (1 + 008) - 


= зах Ш ( 2 соз х (|х| < п). 3026. е°°* * сов (т х) (| < +00). 3027. х = т, 


у= м (1, /=0, +1, +2, ...). 3028. 2 (агсзт <)? (< 1. 3029. те -в 


ы ВЕ З агсз + ‚ еслих 20; г ы ИН 2 Мы М-х ‚ если х < 0. 
-х 
(4-х)? а: 
3080. .. 3031.1. 3082.4) 2; 6) Г.. 3033. а) 2; 
а 1-х 1-х (1-х) 
Е п 28-Пн 1 р п 
6 т. 3034.1. 3035.1 + р с та. 3036.2. 
и : _ п2 р ка _ 
3037. ртр 3038.2-1.. 3039. 4. 3040. 1. 3041. РЦ) 


© и - ПИР р с < (21-1)! 
в о [ ан ] и | а. р |1 - р [ т - ] 


л-1 п-1 


х И. 3043. 2ла [1 = т = -— (2-3) Е и. | ‚ где & — эксцентри- 
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ситет эллипса. 3047. 274" 3048. 1 (1 + 0) при < Ти — Ш в + 1 
п! © [03 
при |@ > 1. 3049. 0 при |9] < 1 ил шо? при |] > 1. 3050.2. 10-5. 3061. а : 


3062.2. 3063. 3 . 3064. а "?. 3065. а) Нет; 6)да; в)да; г) да. 


3066. Расходится к нулю. 3067. Сходится. 3068. Сходится при р> 1. 
3069. Расходится к нулю. 3070. Сходится при любом р. 3071. Сходится, 


если а, = а. 3072. Сходится, если у а = у ,. 3073. Расходится к ну- 
ЕЁ 1-1 

лю. 3074. Сходится. 3075. Сходится. 3076. Сходится. 3077. Сходится 

при любом х. 3078. Сходится при любом х. 3079. Сходится при (д < 1. 

3080. Сходится при [х| < 2. 3081. Сходится при |х| > е. 3082. Сходится 

при любом х. 3083. Сходится при а < 1, р, произвольных и при х = 11, 

р>19> 2 . 8084. Сходится при любом х и р. 3085. Расходится. 


3088. Сходится условно. 3089. Расходится. 3090. Сходится абсолютно, 


если р> 1; сходится условно, если 5 <р<х 1. 3091. Расходится. 


3092. Расходится. 3093. Расходится. 3094. Сходится условно. 3095. Схо- 
дится условно. 3096. Расходится. 3097. Сходится абсолютно при & > 1; 


1 < м — к. 
сходится условно при 5 < а < 1. 3109. Е*(х) = Е(х) >. Ре 


уз [Е (2) < +09, | (х)| < с, (п=1,2, ...), где м с, < +0. 8111. 157,970 + 


п=1 п=1 


+0: 0,0004 (0 < 0 < 1). 3112. 102866. 7,7. [1+ (0 < 


— 


3113. 0,0798 . (1 + | (0] < 1). 3114. 1028. 1,378 . (1+5 ив } @< 


42. | .[ 0 
3115. 1042. 4,792 [1+ то, (|< 1). 3116. 0,124 . (1+ .) (091 < 


9, 
3117. 0,355: (1 + 5) (9 < 1). 3118. (21 - 0и= „В (2пуе ""1 (0,|< 1). 


9 
22" би е 55 
119. бл у : ;б) е;в) &;г) 1. : =1- 29 х- 
3119 еб" (|0,| < 1). 3120. а) 1; б)е; в) 5; г) 1 3121. Р.(х) = 1 ых 


пп 


= д и 5; ; Р.(-1) = 3,43; Ра(1) = 1,57; Р.(6) = 8,43. 3122. у= и + 


у: - 1-20 +у-1 
ев хх) + =—— 
( 0) ре 


и (х-х,)?. 3123.у= 0,808 + 0,193х — 
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м ое 5х Гар ое из Аб = | 
0,0010142. 3124. т 4°= 25 [2 (755) 1920 0,341; эт 40°= 0,645; 


зп 80° = 0,994. 3125. Р(х) = 5 (752 - 4х“). 3126. 7. 3127. В, (х) = х; 


п 


ви, вдо- (1-е 


[1 ) 


3128. Вх) - У Ка + 11] с, Фи, де ава. 
1=0 


3129. В„(х) = я (1-х + ху + 2 (1 +х)*. 3130. В», (х) = 1“) х 


«зы [=] +55]. зав вое (-1 


где [=6-а. 3132. В„(х) = 5 и соз © + На эп =) + (со д - 


2п 2п 


п п-1 
1х эт =] [гдег= /-1.3135. б.л-1 => _ 8 пои с03(28-Пх, 


п 7. 21-1 (28-1? 


Раздел У[ 
3136. Полуплоскость и > 0. 3137. [| < 1; М> 1. 3138. Круг + <1. 
3139. Внешность круга + у> 1. 3140. Кольцо 1 < х7'+ у? < 4. 


3141. Луночка х < х? + у? < 2х. 3142. 1 х+у< 1. 31483. Полуплос- 
кость х+ у< 0. 3144. Пара вертикальных углов И< || (х ® 0). 
3145. Пара тупых вертикальных углов, ограниченных прямыми у= 0 
иу= -2х, включая границу без общей вершины О (0, 0). 3146. Криво- 
линейный треугольник, ограниченный параболами у? = х, у? = -х и пря- 
мой и = 2, исключая а О (0, 0). 3147. Семейство концентриче- 
ских колец п < х? + у < п(28+ 1) (Е =0, 1, 0, ...). 3148. Внешность 
конуса х?+ уЁ- 22= 0, включая границу за вычетом вершины. 
3149. Совокупность четырех октантов пространства. 3150. Внутрен- 
ность двуполостного гиперболоида д? + у? - 22 =-1. 3151. Параллельные 
прямые. 3152. Концентрические окружности. 3153. Семейство равно- 
сторонних гипербол с общими асимптотами и == +х. 3154. Параллельные 
прямые. 3155. Пучок прямых с вершиной в начале координат, за выче- 
том вершины. 8156. Семейство подобных эллинсов. 3157. Совокупность 
равносторонних гипербол, асимптотически приближающих к осям ко- 
ординат и расположенных вТи П квадрантах. 3158. Семейство двузвен- 
ных ломаных линий, вершины которых расположены на оси Оу. 
3159. а) Ги Ш квадранты при 2 = 0; семейство двузвенных ломаных ли- 
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ний, звенья которых параллельны осям координат, а вершины распо- 
ложены на прямой х + и =О при 2 > 0; 6) линии уровня — стороны углов, 
параллельные положительным направлениям координатных осей Охи 
Оу с вершинами на прямой у = х; в) семейство контуров квадратов с 
общим центром О (0, 0), стороны которых параллельны осям координат 
Ох и Оу при = > 0; точка О(0, 0) при 2 = 0; г) прямые, параллельные оси 
Ох, если 2 < 0; стороны углов, параллельные координатной оси Ох и 
положительной полуоси Оу, с вершинами на параболе и = х?, если г > 0; 
положительная полуось Оу, если 2 = 0. 3160. Пучок окружностей, про- 
ходящих через начало координат (не включая этого начала!) и ортого- 


нальных к оси Ох. 3161. Кривые у = =. 3162. Кривые у= т. 
п х 


3163. Семейство окружностей с центрами на оси Ох, ортогональных к 
окружности х? + у? = а?. 3164. Семейство окружностей, ортогональных 
к оси Оу и проходящих через точки (-а, 0), (а, 0), за вычетом последних. 
3165. Прямыех = тл и у=лл (т п=0, 1, 12, ...), приа=0; 
система квадратов тл < х < (т + Пл, пл <у< (п + Пл, где (-0"т" =, 
при 2=-1 или 2=1. 3166. Семейство параллельных плоскостей. 
3167. Семейство концентрических сфер с центром в начале координат. 
3168. Семейство двуполостных гиперболоидов при и< 0; семейство 
однополостных гиперболоидов при и > 0; конус при и = 0. 8169. Семей- 
ство эллиптических цилиндров, общей осью которых является прямая 
х +у=0, 2 =0. 3170. Семейство концентрических сфер х? + у? + 2? = 
=лл (п=0, 1,2, ...), при и = 0; семейство сферических слоев пп < х? + 
+ у? + 22 < п(п + 1), где (-1)" = и, при и = -1 или и = 1. 3111. Цилинд- 
рическая поверхность с направляющей г = Ки), х = 0, образующие ко- 
торой параллельны прямой и = ах, 2 = 0. 3172. Поверхность вращения 
кривой 2 = [(х), и = 0 вокруг оси О2г. 3173. Коническая поверхность с 
вершиной в начале координат и направляющей: х= 1, == Ку). 
3174. Коноид с направляющей: х = 1, 2= Ку), образующие которого 


параллельны плоскости Оху. 3176. п 8. = Их, и). 3177. Л +х?. 
3178. КЕ +В; = х ф-т (х> 0). 3179. Кх) = 2-х; 


2=2у+(х - у). 3180. Кх, и) = хи . 3183.2. Нет. 3. 0; нет. 3184. а) 0,1; 


6) 5 ‚1; в) 0, 1; г) О, 1; д) 1, ©. 3185. 0. 3186. 0. 3187. а. 3188. 0. 3189.0. 


3190. 1. 3191. е. 3192. ш2. 3198. а) п <о< 87 т; ‚бт << 3 и 


< 


1 <ф< 1. 3194. Точка разрыва: х = 0, у= 0, 3195. Все точки прямой 


| 
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х у= 0. 3196.0 (0, 0) — точка бесконечного разрыва; точки прямой 
х Ну= 0 (х > 0) — устранимые точки разрыва. 3197. Точки, располо- 
женные на осях координат. 3198. Совокупность точек прямых х =тди 
у= пт (т, п= 0, 41, +2, ...). 3199. Точки окружности х? + у? = 1. 
3200. Точки координатных плоскостей: х = 0, у=0из=0. 3201. (а, 6, с). 
3203.1. Равномерно непрерывна. 2. Равномерно непрерывна. 3. Нерав- 
номерно непрерывна. 4. Функция непрерывна на ЕЁ, но неравномерно. 
3211. 2. 1. (х, 1) = 1. 3212. 1. [,(0, 0)=0, [,(0, 0) = 0; функция 
недифференцируема в точке О (0, 0). 2. Функция недифференцируема 
в точке О (0, 0). 3. о дифференцируема в точке О (0, 0). 


3218. $ о = 453 — 8ху?, Ш = 4? - 8х?у, 9%и — 122 - 892, и = -16ху, 
дх? дхду 

92и _ 2 2 ди — 1 ды _ х ди _ 92и _ 1 

Я и . уу = ме С) Е 

2 12" - 8х". 3214 Е т х Е’ да 0 Зжду 1 р 

ди _ 2х ди _ 1 ди _ 2х 0% _ д и __2 д _ 6х 

д и’ а у?’ ду у” 9? б 9хду уз” ду 

а: а, И о. О 
"д ” ду (х? + у2)3/2 * дх? (х2+у?)5!? ° 9хду 

= (25-2), (2-25) 3217. о = эп (х + у) + хсов (х + и), 

(х2+ у2)512 5 (х2 + у2)5!2 ° 
Е 5 = 2 08 (х + у) - хат (х + У), 5 = с0з (хи) - 
у дх? 


т 


— хеш (хи, и = -х вш (х и). 3218. О а ИВА, ВЫ СОЯ , 
ду? дх 


у ду у? 
ди _ _25щтх2 + 4х2 с05х? ди _ 2хытх? ди „_ 260857 3219 ди 
дх2 у ’ дхду у? ° ду? уз | 
= 25 вес?" , 0 2. вес", 0ы = 2 ес + 85 п Я" вес, 

у у ду у? у дх? у у . у у 
92и 2х 2х2 _ 4х3: х? 3х? 0и _ 2х? 2х 2х х зх 
=_2х = 22 иже + ес 
За ь и ес р и т зес та шп- в 
9 у, 9 их, 9Ы бу - 17-2, 99 = 9-11 +у1 
3220. 5х ух, о х шх, я ии", РЕЙ хх" ( ушх), 
92и у? ы т о и 2 ди Ц 1 
д? хх (х> 0). 3221. Е НО РС ар’ 
9%и ____2у 92и _ и. 3222 ди у ди __х 
дхду (х+ у2)2 ° ду? (х+ 2)? ° ‘хх 2+у2’ ду ху?’ 
9%и ____2ху 92 _ _ 2-2 0 ___ 2%у 223 ди _ _1 
дх? (2+ у)?” дхду (х2+ у?)? ° ду? (х2+ у)? ° “дх 1+5?’ 
ди _ 1 9и __ 2х 92и _ 92 и 2у (ХУЕ\.. 
ду 1+? 9х? (1+х2)2 ’  дхду ' 9? а +у2)2 


Ю 


3224. ди _ _Ш | ди = хзЕПу , 92 ___ 2хи | 92и — (х?- у?) зипу 
9х  х?+у? ду х?+у? дх? (х?+у?)? дхду (х2+ у?) 
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92и 2ху] = ои ее = х ди _ _ 252 - у? 22 
ди? а у2)?2 (ито). 3225. (х2 + у2+ 22)3/2 > дх? (2+ 2+ 22)5/2 ь 
9и — __ Зху 3226. 9и = {и ди --=(* ди — х), ш < 
дхду (52+ у2+ 22)5/2 ° дх жи) ду и\и/ ” 02 (= й у’ 
и = 29) а и = = Ра, 92и. --2(*) 
9х2 х? Лу) ° ду? дхду ху) ' 
ри - Ц (1+ | < ре т ето ш < [#>0 
9х92 Е Е у)’ ду92 у р р =] [ }. 
ди _уи ди _ их ди _ у 92и _ уу-а)и ди _ ит? х 
ре дх х2’ду 2 ’02 2? м дх? х22? ” ду? 28? 
ТЕ (22 +у 2), ; 2 и _ (2+ушхуи 09и _ уи(2+уштх) 0и _ 
я хду хг? ”9х9д2 х23 ” дудг 


ху) (270). — 3228. 0% = Ши, 0" = гу т х, 0 = 
23 дх х ду 


92 2/2 — 2 —а р 
= у’и шх Шу, аи Пи, я 29 и (2-1+ 29° ш х) шх, 


9 ги (1 + у? шп х) ху, 9 2 р шх), 9 = 
922 9дхду х 9х9д2 


НИЕ (1 у’ шо), и. = у шх [1+ 2 1 и(1 + у 1 х)] (х > 0, у> 0). 
у092 


3230. 2.],, (0, 0) не существует. 3235. 4и = х” 1у"`Кту ах + + пх ау), 
и = "71" тт- ПР — + 2тлп ху ах ду + пп- 1х? 4,1]. 


3236. аи = та ‚ Ри = -2 ау(уах - х ау). 3237. аи = ХЧх+уЧу, 
м/х? +2 

= (уах - хау» 3238. ди = а Фи= (и? -х?)(4х2-4у?)-4хуахау 
(х2+у2)3/2 : . х+ у? } (х2+ у2)?2 ; 

3239. аи = е*' (уах + хау); 4?и= еу? 4х? + 2(1+ ху) ах ау + 

+ х? 4у?]-. 3240. ди = (у + 2г)ах + (2 + Хау + (х + уа2, 

4?и = 2(ахау + ауа2 + 42ах). 3241. ди = би) 42 Ва(хах нуу), 

(хачу)? 
ПР 22| (3х? - у?) ах? + 8хуахау + (Зу? - х?)4у? | - 4(х?+ у?)(хах + уду)42 
(ху?) 


3242. ах - ау, -2(ах - ау(ау + 42). 3244. а) 1 + тх + пу; 6) ху; вх +у. 
3245. а) 108,972: 6) 1,055; в) 2,95; г)0,502; д) 0,97. 3246. Диагональ 
уменьшится приблизительно на 3 мм; площадь уменьшится приблизи- 
тельно на 140 см. 3247. Уменьшить на 1,7 мм. 3249. А'= 10,2 м3; 6 = 13%. 
3250. Д = 7,6 м. 3251. 7. (х, _ и р (5, у) не ограничены в окрестности 


94и __ 2 и — 
точки (0, 0). 3256. 9" = 24, и. ых 0, ня = -16. 3257. ии. =0 
3258. —9°и = —6(соз х + сов у). 3259. 9 =0. 3260. 9% = 


дх3здуз дхдуд2 дхдуд2 
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== ей? (1 + 21222). , 9%и —._6 ; 48(х-5)2(у-п)? 
е*!? (1 + Зхуг + х‘у"2*). 3261 де = Ра = ‚› где 
>. (и т». би и 2(С1)"(тап- Кяхчтьу) 
г=/(х-6)2+(у-т)?. 3262 ЕЕ р!9!. 3263. ЕЕ 


3264. в" * [х? + у? + 2(тх + ыы +т(т- Э+л(т- 1]. 3265. (х + р)х 
х (и +9)(2 +) е*#*?. 3266. чп --. 3267. Р(Е) = Р(®) + 3” а) + РР”(®. 


3268. (‘и = 24 (ах — 2ах? ду - 2ах ау? + ау" зо Си 9, о ей 
9 0, 9и = 12, Ви = ны Е 
Эдди? 0, ТЕ 12, ти 24. 3269. аи = 6 (4х3 - Зах? ау + 


+ Зах ау? + 4у?). 3270. а3и = -8 (х ах + у ау} сов (52 + и?) - 12 (х ах 
+ у ау (ах? + ду?) зат (1? + у?). 3271. аи = а . 3272. @ви = 
= -(4х‘ — 154х‘ ау? + 15ах? 4уй - 4) сов хсву - 2ах ау (Зах* - 
— 104х? ду? + Зау“) эт х зВ у. 3273. 43и = бах ау 42. 3274. 4%и = 
=2 (= + 4" + 92. 42"). 3275. "и = е* +В (аах + Вау)". 3276. "и = 


хз уз 


+ 


= у С: Хе -® (ху (у) ах" * ду. З27Т. ати = К (ку 2) (4х + ду + 42)". 


#=0 
3278. пи ет (пах + ау + с 42)". 3280. а) Аи = —и, А?и = и; 
6) Аи = 1, А?и = 0. 3281. а) Ди =0; 6) ди=0. — а) Аи = 9[(х2 — уг) + 


+ (у2 - х2) + (227 ху)?|, Аьи = 6 (х+у+2); Аи, ‚гдег= ./х2+2+22, 


Дги = 0. 3283. сы = 2хР(х? + у? + 22); о оу +27) + 4х? 1х + 
ох 


+2); 2 Ру +2). 3284. 98-й [х, =) +11: (2; 

у у у 

ди хр х 92и „, х 2 де х 1. х 
бо ЕЕ = т, уса У“ + -Г. ’- р 
ду у? Г (, * 9х2 1 (= ;] й у в (= =] у? "22 (= ;] 


92и рН <) хр х 1 :( х 92и _ Х? ( х 
=-=- х=|-= х=|-- ху = х = + 
дд и ( У р и 


2х = х ди , , ‚ды ди 
== =}: (= = + И хр + и = 
+15 (2, ®. 3285. 34 = ПОЗУ НУВ зе = хр + х2Вз 


2 ! #1! РУ 
Нах Ш - Ш ФИ НУР + ЗУЬ + ЗугГь + ет 
92 и’ . 92и — „. 92и — „ „ 

Зи = херь + 222 ве: а = ху? 333 РЕ = ху] + ху2" [3 + 


' ы + 2 у и’ + 
+хь +х2Рз + ху + В +2Ё; о в = хуйз + ХУ РЗ аз НУВ ; 
92и и 


992 


— ху + ура +В. 3286. от +(%+УА2 + ху[2 +В. 
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3287. Аи — З/А + 4х у Г + 4 туча вв. 
3288. аи = Г(И(ах + ау); а?и = Г’) (ах ау}. 3289. аи = Го ЧИ = Ч, 


ре РАО иНр уЧЕ - 2 У . 3290. 4и = Ё: хахч+уау. 


5х? + у? ’ 
Фи |. ИЧтчиаи + р. ШахокЧу). 3291. и = [0 ав Фи = Г ае + 
у? 
ау 


+ Г(®) 42, где а = уг ах + ах 4у + ху аг и 4 = 2(г 4х ау+у ах аг + 
+х ау 42). 3292. ци = 2[` (х ах + уау + = 42); Чи = 4”. (х ах + 
+ у 4у +2 42) +2[- (4х? + ду? + 422). —3293.аи=ай ах + ЬЬ ау; 
Чи = а?! ах? + 2а6 р, ах ау-+ 5? [. ау’. 3294. 4и= | ‘(ах +ау+ 
+ КЁ ' (ах - ау); Фи = В! (ах + а +21 + (ах? - ау?) + В (ах - ау}. 
3295. 4и = { `(иах+хад+Ь И ; и = [+ (у ах + х ау)? + 
ее хе хо +. и Хау) +2 -ахау-28 . ах АНИ. 
у 
3206. ди ‘(Ччачь. ет Фи = В! (ах а +2» : (ах + 
+ 4у)42 + Ёь `аг?. 3297. аи = |: (ах + ау + а) +21 - (х ах туау+ 
+2 42); и = й! + (4х + ау + аг? + ар, - (ах - ду + аг(х 4х + уау + 
+ 242) + 4Ё. (хах + уду + 242) + 28 ` (45? + ау? + а). 
3298. 4и=Ё. 4х хау +В ‚24 уЧ2 ; у = а уах - х4у)? +2 х 
у ел у 
ь (иах- Вии +. - и ай ЗН 28 х 
у 2 У" 


хи =. 3299. ди = (+ 28 + ЗВ В) ав аи = (у +4 + 


АР +6РА, + 28 +9 +28 +6!) ае. 3300. аи= 
=ай ах +6, Чу +сЁ 42; а?и= ар ах +В, ау? + с? ь 42+ 
+ 2а6 р, ах ау + Засрь ах 42 + 26с ру ау а2. 3801. даи=ЗЁ - (х ах + 
+у 4) +2. - (х ах -уа)-+?28 - (у 4х + х ау); и =ари -(х ах + 
+ у Чу + АР - (х ах - у ау)? + 4 - (у ах + х ау +8АЬ - (х? ах? - 
= у? 4 +815 (х 4х + уау(у 4х + х 4у) +815 (х ах - у 4у)х 
х(у ах +х а) +2 - (4? + ау) +26 ‘(ах - аул) ав ‘ах ау. 


3302. (“и = (ах + ву + са {а ах + Ь ау + с 42)". 3308. аи = Е ах Е 4 
9 


ау -- И +с а2 о. КЕ, |, С), где Е = ах, п = Ву, 6 = сг. 3304. а4^и = 
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з ИЕ д 9 
[4% аз + ах + а *] + ау 6: + в +6, х + 42 (с: 2 + 
4 с + ей] КЕ, п, О. 3305. Е(^) = РР + 21 (о). 3316. 1. 3319. хуг. 


3381. #28 — 992 =х. 3382. 2х2 Е. = 22. 3333. 92 — х92 = 0. 


ду дх 7 дх ду 
ди ди + 9% ди ди ди 922 
0 : + и = 0. т =0. 
3334. а ду т 0. 3335 5, зу тез. 0. 3336 ЕЕ 0 
3337. 2.922 = 9292. ‚982: _ 0% =. о р, ЕЕ 
Е ааа 3338 ет у? 0. 3339. х 5х у = 2 


2922 2922 92 92 92 ; 

их 2 и =0. а : я = й . 
3340. х в: ри х, у 0. 3341.1- /3. 3342 57 — 054 + эш о; 
а) а = 4; ба = Эт; ва = < иоа= —. 3343. Р 


хо + уо 
3344. -. те (а? + Ь2). 3345. о = с05 @ + с03 В + сов у; [Егаа и = „3. 


3346. [2тааш = 1; сов (втаа й.%) = -7 ‚ 605 (рта й,. и) = -№, 


2 
р 
о и о 


м 


сов (вгад й,2) = -2, где = /хо+у+2а. 3347. 7: 3348. = 3142. 
0 
92и _ 92и 2 9?и 2 2и . 
= 97и не ош 
3350. 58 хз 05° @ ди? со3" В 9:2 608 у+2 


и 
дхду 


92и 92и ди „ 
+ +2 . 1“ = -0,5. - ‚ 2х) = 
2; 5: с08 © с08 о соз В соз у. 33852 Е 0,5. 3353. м’, (х, 2х) 


=, (х, 2х) = -4х/З, ш’,, (х, 8х) = 5х/3. 3354. 2 = хф(у) + У. 
3355. 2 = 9(х) + у(у). 3356. 2 = фо(х) + уф (х) + ... + уф, (Хх). 
3357. и= 9(х, у) + (х, А+Х (и, 2). — 3358. ие Ту + у? - 25а. 
3359. 2 = Е хи-+ у". 3360. 2 = х+ у? +0,5ху (х + у). 3362. Множество 
нулей функции /(х) должно быть нигде не плотным на интервале (а, 6), 
т. е. нули функции Кх) не могут целиком заполнять никакой интервал 
(о, В) <= (а, Ь). 3363. Множество нулей функции [(х) должно быть нигде 
не плотным на интервале (а, Ь), причем каждый нуль & функции К(х) 
одновременно есть нуль функциия(х) и сверх того существует конечный 
предел и [8(х)/Кх)]. 3864. 1) Бесчисленное множество; 2) две; 3) а) одна; 


6) две; 3365. 1) Бесчисленное множество; 2) четыре: у-х; и=-х; 
=иу=-|>]; 3) две; 4)а) две; 6) четыре; 5) одна. 3366. 1) Нигде; 


о НИЕ. ; однознач- 


ные ветви: у = & Б+ +2 - = [< +), => - и 
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(1 << 5) ‚ где 5 == —1, 1. 3367. Точки ветвления: (-1, 0), (0, 0), 


(1,0); и= в аа И) (|< 1, где &(х) = -1, 1, вп хи -551 х. 


3368.Множество значений функции ©(у) должно иметь общие точки с 


множеством значений функции [(х). 3371. у = и у’ = ся 
- -У 

3372. и Х+И. и 2+). Зи = 1 = — ЕЯУ | 

в х-у’ у (х- из о. 1- Есозу у (1 -Е560$у)3 

3374. и = и (1-х). м У У - шх)2-2(х-иу)(1- тх)(1- ту)-х(1- ти)? ] 

"9 а-ту’" х1(1- пу)з у 


3375. и И; у’- 0. 3378. у\ (0) = 1; у (0)= 1. 3379. и (0) 0; 


у2(0) =- 33 ; у3(0) = /3 . 3380. у’ = и: 18 уе 162 


+2у ({х+2у)3 (х+2у) ° 
, ” 2. 2 92 х. 92 у. 022 2+ 2? 
3381. у =б;уу’=-я; у” -=-Я. 3383. 52 =-Е; 12 =-#; 
и-0; у 39 3 ВЗеР дх 2’ду 2’ 9х? 23 ’ 
922 ху. 022 _ ча? 92 (2. 92 —_ ха 
дхду 23’ 92 23 ‘ ов дх  22-ху’ ду 22-ху’ 
922 __ хи 012 __ 23уг , 92 21 -2ху2? ху?) ЗЗад, С $ 
9х? = —(2- ху)з ° ду? (22 -ху)з т (22- ху)з 
Е 1 . 922 _ 922 _ 922 х+у+2 а: - хг_. 
ду хита 1’ 0х дхди 9 (ту 1} КО 9х  х?-у2” 
О а. ОА Ша ЧА со = хуг _. 922 _ __ Х2 
о (х2- у?)?” дхду  (х?- у)” ду? в 
3387. 92 = 92 = 1. 922 =. 922 20, =; 
тит о т 
972 „1, 922 „. _394 =_ 52 (хах ии) ; 2—2“ [2 
м а — ь 
2х ах? | 22) аи? __@-уг2)ах+(1-х2)а 
2 ка (2 + 2; ] 4. |. ов 
= > 2х 2ХУ 4х ау+ 2) | 3391. 4= . 
@2= Ча сур ах ну- 2(1+ ху) Чхау+ х(1-х2)4 2} 3392. 42 = 
(1- ху)? 
2(у4х + 24у). ; 422 = _22(уах - хау)? 3393. 42 = ах - (х- 2) 4у р 
у(х+2) и2(х+2)8 ^ ° (х- 2) +у(у+1)” 
42 = 2(х-2)(и+ ПКх- 2) +у?| а 3394. аи = _и(ахчау)- пах. 
енот у) и 
922 4(х- 2) (у 2) гр о „т ти 2 
3395. ЕР (Е ру 38 (22 р 2 В Е + ЕЕ] 


_ 2(Е1 +2хЁ, (Е: +2уЕ, )Р, 3396 92 — Е: - № , 92 — Е. - Е! 


(К: +22Р, )з у 9х К -Ё ’ ду Р-Р‘ 
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92 Е: +ЁР.\. 92 __ Е: \. 922 _ р-р 
3397. 92 - {1+ = — Е РЕ (Е + 
+28; + Е) - 2 +Е )В (Е; + В) +(Е +В УЕ; ]. 
2 ме 
3398. 1) Е =-Е чув). [У В? Е! -2Е в Е ЕЕ )- 
Эм у ‚ „ Е? т 
— 22(хЕ +уЕ 2"? ]; 2) а) 2 =-22 РВ ПВА Ра Ра ЕР (ур, 
(Е +Е )* 


ЕР, 2-Е, РР + ЕЕ 
6) 422 = Ра — = 2 (уйх-х ау). 3399. 4г =} (24х — у}; 
а 
42= -_2_ (24х? - Бах ау + 24у?). 3401. Ч = #12; Чи = 2-х. 
243 а2 х-у 42 х-у 
3402. а) Ч = 0, Ч = -1, х 42 = _1, б)9и = кич, 06 — 
42 ’а2 ” 42? 422 4’ дх х2+у? ’ дх 


— уи-хо. ди _ хо-уи, ди _ 
ху?’ ду х+у? ду х2+ у? 
ао = -ах +1 ау. 


а —- (это - усози) 4х + (эзтич+усози)4у. 2 
хс050 + исози ь 


= Фбусовиуивниии . 3405. 4и = 5 (ах + ау); о = Тау - (ах - ау}; 
хс0$0 + усози 
и о чи зе]; 48 зе +1)}, 
Фи — ах; Фо = (ах — Чу)". 3406. ЧИ 2(#+ 1]; 9: [2+ +1}; 
Фу 2; ЧЕ бе; Е] > ="; 92 - _Зцо; 98 = З(и+ й 
и : т 407.22; 2 5 (и о) (ихо). 
92 3. 92 1 922 2 922 3112ф+ с052ф с052 
34 Я еб о Е ЕЕ ЗН ф+ 605 фсо5 у 
ор 9х 2 ди 2 ) дхду 121 дх? $113 ф 
922 это 922 60520 922 это 
(= —=- = == | 410. = 0; 
3409 а а РЕ ра т. 3410. а2 0 
2.1 2 _ 2 42 _ 2(х2-92). 422 _ Ах 2 бх 
= = ау“). 34. =* = Е 
йе 2 (6% у) ь ах х-2у ° 4х? х-2у ({х-2у)3 
3412 ди 1 3 (+Ю(-Х) рр-а, ди д + ЕО - Хх) ру-в 
9х  у+ё (2+1)(у+2) — ’ ду (иу+2)? (2+ (у+2)2 " 
де 1 [940р 9400) 02 __1 [2809 _ 2106) глог - Воды _ 209 
9 дх 7 идь доди/’ ду йа а 9) › ны идь дидь’ 
3414. 9 = 19%, ди = 1%, ди 1 [че а (22). ы 
дх Тдь ду 195’ дх? Т8 |\дудыи?  доди? ди 
-2(озе _доази | абы + [дыдаа _ веде) (24), 91 1 (959 
додидь додидь) дидь до 95? 96952) \ ди) |’дхду 13 \доди? 


\ЧИЬ (2+ у?> 0). 3403. Чи — 1 


и = 0 


ау, 


3404. аи = (точ хсовь) ах - (ати - хсозо)4у, 


хсо50 + усо5и 


— (24хсози-х4фозто)4ь _ 
х с030 + усози 
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еде аааы [ду 2то. до деи | (оды +000) «(ааа _ дада) добу - 
ди ди? до дь \додидь додидь) \дидь доди додидо диоды?) доди | * 


ваы 1 [(2502е _ двое) (0а}' _ 2 [2и020 _ бабчи бебо + [94010 _ 
ду? т р : додидь 90952?) дидь 


2 
и) (|, где Г = 9094 _ 909 3415. а) 9% = сов; а 


де д52) \ди дидь доьди” ду и 
[эт 2 008 2]; 92 — 08 8 +0 вто; 6) 94 т Вт ; 
дх и и и) ду и и тв е\ (110 - созь) + 1 
ди _ -с0$0 . 90 — =(е" - с050) . 90 еч + зто 


ду  е(зто- с0з0)+1’9х и е“(япто-с0з0)+ |] ’ду  и|е"(это-соз0)+1]" 


3416. Чи Г, Фи Г [ев (па ЧО ра 2) РОЙ (12 
ах 3 92 


9х 29у 9(у,2) дх 


9 д \? 9(Г, 8 ( д д °) — 0(а,п) 
+12 бб] в+ ры = тАВы 
С ) а в я Ту +; йо ме п - 5, 


= 28.) 1, - 98. иг Ват) Зал. 0 = 97, 0 9 + ПЕ, 


9(2, х) ’ 3 9(х, у) Р(х,у,2)` °дх дх ’ду ду Г ду 
— ба, *) = 9(%./ ди _ П. ди — 12, ди — 1 = 
т п о 
„. (а, в) р 9, Г) п (1, Е) и _ ВО, Е О ‚ 3419. 42 = ань ву» 
9(ь, ш) 9, ш)’ 9(0, и) Б(и, Тз 
где 1 = 268), 1, = В | =. . 3431. х"' + хх? = 0. 3432. «У = 0. 


ЕТС ВОЛИ 
3433. Чт -[4='- —0. 3434. У у= 0. 3435. 91 - ЗУ +24 —бу=0. 


а Ге 412 Года 
ау 
3436. ни + п?у=0. 3437. .. + т?у= 0. 3438. и” + [ч(=) ы 12%) = 
5269 ]и= 0. 3439. и ми +3) 9% и +2и —0. 3440. Си и и =0. 3441. Ч =0. 
а?и 4и\ _ 5 4?и 4 Аи аи 
. Чи + Ви] = 0. т вии 0, 
3442. Чи + и [8] -0 3443. бои Иа +0 


ЗААА. "и = —А ци, 3446. Ф (1, и, и’ + и) = 0. 3447. хи’ + и? — и, и, 1) =0. 


(а 
3450. 47 — ». 3451. г’? = 1723112 ‚2. 3452. и(г? + г’? — п’) = р”, 
аф 3112ф 
3453. Г. 3454. К = ги Зав, Ч ра, 949 =], 
г 3 а а! 


(72+ 22 
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ет 4ф И „_ 1 кт И" ЕВ 
3456. ш- ©. и [79 ?] . 3457. У ду зу" = Ид. 3458. 2 = (5 +У), 


гдеф — произвольная дифференцируемая функция. 3459. г = ф(х? + у?). 


-х = = хо 9 92 92 си 
3460. == Е +0(у- 52). 3461. 2 х%(). 3462. ЗЕ + 98 - еизво. 
3463. 92 = ‚ 3464. 5 ОЕ ‚ 3465. 92 22. 22+и 3466, (Зи +0- 2)92 + 
ди ды и 22-ц ди 
92 22 
+(и +25 - 2)92 = ифь-2. 3467. "2". 3468. (вы) (9) 
до Е: и? + 0? 


3469. 2% =0. 3470. 95 = 222. 3471. % + и. 3472. А= 
Е ду у ди до | 


самы + (3 | 


И А За ЗО 306 + Зи + (Е +ет+е)=0 


Са 90 о 
— но 
2 2 
3474. 9% = 0. 3475. № = 0. 3476. № = 0. 3477. и? (=) + о? (5 = 
до ди до ди ди 
99 с дров) Зе. 9ш _ 1 
200ди 90 _ 9 . 9 ш _ 
ое. 3478, а. ЗАТ ть. 3480. р = 57. 
ди 
ди ди ди 92и 
+ Ай й = — я = ры Я = би + 
3481.0 9%. 3482. ш — гоё. 3483. ш = (= + 5 =. 3484. р 2 
+1 ди ‚1 9д?и д2и ы - 9 1/дидь _ дидь 
Е Эа 3485. ш =. 3486. ш = 3.3487. Г = о 9:5») - 
3488. и = —_ ар + у(х + а, где фи у — произвольные функции. 
о ы 922 922 92 922 
+22 Е а 
3489. 32-2 +52 — 0. 3490. о 0. 34914 а( 98 52) +2652 + 


2-е} = 0. 3492. 52 + ро 0. 3493. 08 + 998 + тлеме — 0. 


до? до до? и? ди? 
922 922 1 92 922 2 92 
ы =0. ь = — =. 496. =—. 
Вар дидь 95 дидь 2идь 9 доди и(4- ио)дь 
2_ 2 922 92 922 _ _2и 02 922 1 ( 92 _ 
Ао 5? ИВ: ди? и? о?ди” 9 дидь ы и? — 02 в 


922 | д2 922 _ № 
- =] Ее =1. 3501. и= фи + му) + (ах +79), 


и =) - 0. 3500. (1 


1аи, 


где ил, — корни уравнения А + 2ВА + С/? =0. 3503. а) Аи = чи + т 
г гаг 
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_ а%и 243и _ 1а?и аи 4? аш за 
6) А(ди) - Чи ка _ Ли + 14. 3504. аи + 48 +еш- 0. 
92и 92и ди 9 ди 9 ди\ _ 
3505. АХ Уи о ь Е] + т ы 
=2 3509. 922 +. 922 + 922 —(). 3510. 9% = 0. 
(бака + Сред 9 те я р? ыы Е 


= (9ы\* , 1/9? 1 (24 г — 1Гд 24 19а 
ВА (5) ы 25) ы т? 51120 5% но =: ( "у ы 511090 о 


ке] + бы: 3812. ша + 3) = (8). + (9%). 
3513. 242 = 0. 3514. 5% =0. 3515. 542 =. 3516. 2 + 2% = 2. 
351. 9 + (2-1) 2% 0. 3518. 090 + д + [90] + (94) -0 
3519. и. -тыиы. 8520. ны + ов - =0. 3523. т = 0. 
печ нео ОУ 
3526. х = уф(2) + (2). 3527. А(Х, У)9*2 - 2В(Х, У)-922_ и + С(Х, УЕ -0 
3528. дыые неке о 2-2 = (х - хо) сова + 


+ (у - ую) эт а 18 В, где ху = а сов @ с03 &%, уу = аз 9 с08 В, 20 = а эт &. 


ХчЕ- = 6. ах — са= 1 (а? - с? РЕ УТЕЕ-Т. 
3529. = +. 1, у с; 4х - с2 5 (а с“). 3530. т т >= 


ху 2: = 4. 3531. #1 1 = 


—2 = 3. 3532. х+2=2, 
ИЕ т 1). о ст = 
у+2=0; х-2=0. 3533. М, (-1, 1, 1; м, ( ры >=) - 3587. щф-= 


=, (хо о) с08 а + Г, (хо» о) эп а. 3538. с = 2% . 3539. 2х +4у-2- 


5-0. ХЕ -У-2 — == 2 
о 2 4 -1 4 12° 
п 
ь 1 сы. а 
3541. 2-1 (и - У}; = в - 5. 3542. ахох + Бузу + с2о2 = 1; 
Бо И 220. 3543. х+у-22=0; ЕЕ. 
ахо у С2о -1 -1 2 


3544. х+у- 42 = 0; т = тт = 2". 3545. = созлуу с08 Фу + 
=: а 
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хзесу,5есф,-а _ узесуосовесф, -5 _ 2созесу,-с 


+# со уу эт Фо +2 за щи=1; 
[2] Чо Фо с 4 с ас аб 


3546. х соз фо узи -г1ща-=0; ^^ 726054 о тов ро — 2 Тосио, 
х ”  с08Фь фо —ша 
х- #06080, _ У- Ио _2- ао 


ати —ас08 05 Ш 


3548. 35 - З/ +2 -2. 3549. А (0, 52/2, 12/2); В (+2, +4, +2); 


и и и 


3547. ах зп 0% — ау 0$ 00 + 492 = аиоио; 


С (+4, Т2, 0). 3550. х= а, у= =", 2 +2, где а= уе +е. 


3551. + 4у+ 62 = +21. 3556. х? + у? -ху=1,2=0; Зи? + 4х2 =4, 
х= 0; 342 +4? = 4, у-0. 3557.5 < 0,003. 3559. созф = —2229__ 


аа ь?` 
1 
3563. 04 — ж Нур + 2 т. шить 
в) на окружности х у +2=0, х? + у? + 22 =1. 3564. 2% - В. 
ТЕ: 
а* 654 с 
3566. х? + у? = р?. 3567. у = +х. 3568. у? = 4ах. 3569. Огибающей нет. 
2 2 2 2 
а ла 9 ао 
3570. 57 +1. 3571. [ку 2. 3572. у = ое - В5.. 3574. а) у-о 


55 

огибающая (геометрическое место точек перегиба); б) и = 0 — огибаю- 
щая; в) у= 0 — геометрическое место особых точек (точек возврата); 
г) х = 0 — геометрическое место двойных точек, х = а — огибающая. 


3575. Тор (Ух? +у? -— А) + 22 = 2. 3576. х? 11? а + у? 11? В + 22 т? у- 


— 2ху соз а соз В - 2х2 со5 ©. с0з у - 2ур2 со$ В со$ 1 = 1. 3577. [куг| = —"_ : 

4п./3 

3578. |2 + Мхё+у?| = р./2. 3579. || иаеа2хЁ< 
Хо Ус Ус 20 20 Ус 


< А2(х? + у? + 22). 3580. (х — хо)? + (у- у)? = (2- 2,)?. 3581. Их, у) = 
=5- 2(х - 1)? - (х- 0+2) -(у+2). 3582. Их, у, г) = З[(х —- 1+ 
+(у- 1) + (2-1 - «- Цыи-ь - @- 0-0 - 9-0е-0]+ 
+ (х — 1 + (и- 1+ (2- 13 - 3х = 1(и- 0-1). 3583. АКТ, -И = 
=й — ЗЕ + (-12 — АЕ + Д?) + (12 + 117). 3584. Кх + р, ув а+) = 
= Их, у, 2) + [В (Ах + Ру ЕЕ) + ЕФх + Ви + Е) + КЕХх + Гу + С2)] + 
+ КВ, Ё, 0). 3585. м = 1+(х-0+(- По - П+Е.С + 6(х - 1), 


1+ 0(у — 1)) 0 <60< 1, где ВА =] Уах-шх- ау)’ +3 [Вах + 
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з ди 2у 1,3 _ 3 1.2 а 
+ Шшх ау) ( 5; ах аа ах 4) + (= ах 5; 9х чу | и ах =х-1, 
4у =у-1. 3586.1 - (а? +у)- наи. 3587. а) 1- 5 (<? — уз); 
Ех - ду. 3588. —(ху + хе + уг). 3589. Р(х, у) = И. + г.) + 


(ть + Риш) + =. - 3590. Еф) = Иов» у) + РГО (6, У) + у (0% У. 


ве вт- Трп-т- 19 /(х, г 
3591. = Их, у) = а [о + _ ее о › | .3592. Р(р) 
й р д 9, д? 
= Их, у) + р 58 :(е в А"Их, у), где А = 5 + о 3593. 1 +тх + 
+ пу + п + тпху + Пу? +... < ь И< о. 


хту2н+1 


3594. у И ту (4+ И < 1). 3595. у Е 1 альт 


т!п! 


тп =0 т=бн= 


(< +0, М= +00). — 3596. У > И (5 < +00, < +09). 


т=0 п= тп у 
о с __злт х2т+1у2п +1 М: 8 — 
О о ИМ 


т Х2Ту2т а в(х2 + у?)2т +1 
3598. те 1) ПР {4 < +05, М < +05). 3599. 2 1) т 
(и? у? < +09). 3600. У у ("ти (< 1, || < 1). 3601. Их, у) = 
т=Т п=1 И 

= 1 = (хору 1 

пя - у. 3602. х > Ш" (в < +09, | < +95). 
3603. р (-1)"[1+@(- ЦЮ - Со < х< +50, 0<у< 2). 3604. 2=1+ 

п=0 

+ [2(х — 1} - (- 1] - [8 - 12 - 10 - О +39-1]+.... 
3605. (0, 0) — изолированная точка, если а < 0; точка возврата, 
если а=0; двойная, если а> 0. 3606. (0, 0) — двойная точка. 
3607. (0,0) — изолированная точка. 3608. (0, 0) — изолированнаяточка. 
3609. (0, 0) — двойная точка. 3610. (0, 0) — точка возврата (второго 
рода). 3611. (0, 0) — двойная точка. 3612. Если а< В < с, то кривая 
состоит из овала и бесконечной ветви; если а= В < с, то А (а, 0) — 
изолированная точка; если а < 6 =с, то В ($, 0) — двойная точка; если 
а=ь=с, то А(а, 0) — точка возврата. 3613. (0, 0) — двойная точка. 
3614. (0, 0) — точка возврата. 3615. (0, 0) — точка прекращения. 
3616. (0, 0) — угловая точка. 3617. х= {т (= 0, +1, 2, ...) — точки 
разрыва 1-го рода. 3618. х = 0 — точка разрыва 2-го рода. 3619. х =0 — 
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двойная точка. 3620. х = Ёп (Е = 0, 1, +2, ...) — точки возврата. 
3621.2. = 0 при х =биу-= 1. 3622. Точек экстремума нет. 3623. Не- 
строгий минимум 2 = 0 в точках прямой х-у+ 1 = 0. 3624.23, = -1 
при х =Т1Тиу= 0. 3625. 2„.„ = 108 при х = 2, у = 3; нестрогий минимум 
2=0 при х=0, О<у< 6; нестрогий максимум 2 = 0 при х=0, 
—< <у<0 и б<иу< +5. 3626. 2. = -1 при х=ГТиу=1. 
3627. а) 2: = -2 при х, = Ту, = -Т1Т их. =1, уз = 1; экстремума нет при 


х = Оу-= 0; 6) максимум 2 = 0 при х = 0, у= 0; минимум 2 = 11 при 


‚ у= +1; седло 2 = -1 при х= 0, у=+1, и седло 2 -- при 


‚ И=О0. 3628. Минимум 2 = 30 при х=5иу=2. 3629. 2: = а 
3 


при > =-У = ь Рик = Ч при * —. = +. 3630. 2..х = „/а2 +58 + с 


р р а 
прих =“, и= В еслис> 0; 2 = — а? + 62+ с? прих = -,у= Ь если 
с [9 с 


, 
с 


с < 0; экстремума нет, если с = 0, а? + 6? 20. 3631.2... =1 прих=0и 


тах 


у=0. 3632. Минимум 2 = 0 при х = 0, у= 0; седло 2 = 5е? прих=-1, 


у= -> . 3633. Седло 2 = е3 при х= 1, у= -2. 3634. Максимум а=е = 


= 
= 2,26 - 10-6 при х = 1, у= 3; минимум 2 = -26е 52 = 25,51 при х =-Е 


26’ 

у= е. 3635. Минимум 2= 7 - 101 2=0, 0685 при х= 1, у=2. 
3 3 2 
3636. 2„„„ = 2 /3 прих= . иу= в . 3631. 2 = 83 прих=у= о. 
2х = 3.3 при х = У: 3638. Седло 2 = -1 + 5 ша+ Зл = 1,10 при 
«=, у=1. 3639. Минимум 2 = -№ = -0,184 прих=у=+-№ +0,43; 
ы 2е бы 
максимум г = № прих= -у= +1 ; экстремума нет в стационарных 
2е „/2е 


точках х =0, у=+1Т их= 1, у=0. 3640. Стационарные точки 

—_ К (- тег + и .® тт _ Л = Е ви „.«)ь 
х- СИ" (т + п), у= СИ" 1+ (т - п) (т, п, +1, 2, ...) 
Экстремум 2 = тп + (= + ИЕ: | (—-1)"'1+2- (-1)", если ти п различной 


четности (максимум при т нечетном и п четном, минимум при т чет- 
номи п нечетном)}; экстремума нет, если тип одинаковой четности. 
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3641. 2„„=0 при х=0 иу=0; нестрогий максимум 2=е! при 
ху? = 1. 3642. ии, = -14 при х Ту 2, 2= 3. 3643. Минимум 


ит 


и =-6913 прих = 24, у=-144, 2 = -1. 3644. Минимум и = 4 при х = 5 й 


7 
у=1, 2= 1. 3645. и, = т прих=у=2= 5; нестрогий экстремум и = 0 


—1& 


приу=0, х#0, 220, х + 2у + 32а. 3646. Минимум и = та при 


х = Е /1бамь, и= 4 /16а4ь, = ре . 3647. Максимум и = 4 при 


х=у=г= 5; краевой минимум и = 0 при х=у=2=0из=у=а=д. 
2 пупа 2 
3648. ик [3 при д = хх. =. = дя м. 
А п?+п1+2 р 1 ы "  п2+п+2 
1 1 5 

а" п 

3649. Минимум и = (п + 1)2"*1 при х, = 271, Ха = 1, .... ня м. 
3650. Числа а, х\, хо, ..., хи, В составляют геометрическую прогрессию 
со знаменателем 4 = „.! 2. 3651. Минимум 2, = -2 и максимум 2, = 6 

а 


прих-=1, у=-1. 3652. 2„„ = -(4+2/6) при х=у=-(3+ №); 


2щах = 2 №6 -4 прих=у=-(3- №). 3653. Нестрогий минимум 2 = 5 
24/2 
2 

при д? + у? = 34°" 250; нестрогий максимум г = —®_ при х? + у? = 34°, 

8 2.2 8 

1 1 1 [42+ р? 
2>0. 3654. 2„= 4 ПРИЗ, У-5. 3655. 2„„ = - 5 при 
х=- 8% у -— 4 2 — а? + 62 при х = БЕ у= 4 

ма? + 5? (а? + 52 а |6 Мазь?’ а? + 52 з 

= _ _а262 _ _а5? _ _а2Ь 
где = = звпаб ® 0. 3656. 2.» 22. При х= ны ЕТ 


3657. а) 2ть, = Аа, 2х = А», где А, и А, — корни уравнения (А-А(С-№- 


тах — 


— В? =0ил, <А,; 6) максимум г = 1061 при х = +: ‚ у= +4; минимум 


дЕ 


2 =-50 прих =12, 2 =13.3658. Экстремум 2 =1 а прих = = + 2 
2 


у= Е- + т (Е =0, +1, +2, ...) (максимум, если Ё — четное, и мини- 
ЕАК ие ый м, 
мум, если # — нечетное). 3659. ити = -8 при х а 


их = 3 при а у-=-8, 2-8. 3660. ак При 


(т+п+р)"+2+р 
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хина Ца. 11и. =? = = == с: = а? 
Е т Рт 3661. ии = с" при х= 0, у=0, 2 = с; их =а 
8 
при х = а, у=0,2=0. 3662. и, = (&) прих=у=г= а . 3663. а) изв = 
1 1 2 1 2 1 
=-— прих=у= — из=-—, х=а= - иу=--—>, у=2=—фи 
3/6 №6 46 №6 46 6 
1 1 2 1 2 
х=-—, и, — прих=у — из= -—,х=а=-— иу=-—, 
= т ГС вю‘ 
1 2 ыы 
у=а=-— их=-; 6) Условный максимум и = 2 прих =1, 
/6 6’ 


прих=у=д=+. 3665. ииш=А, И инь = А, 


о 

6 

где Ал и А. — корни уравнения А? — [а + эВ + эту) А+ в + 
а [ы [ы 


2 2 2 2 
+ ое + сов) =0(, <Л,). 3666. ии = В?(Асоза+ ВсозВ + Ссоз\) ; 


2с? А+ В+ С? 


п -1 в -1 
их = Е?. 3667. инь = [5 ‚. при х, = 1; :. (=1,2, ..., п). 
1 


1-14 у-та; 


3668. Инт = — 


при х = | (>. В, И сева. 390 = 
р 


(7. 
пу ти “1 а, а х х х 
=] "а 9..9, при = = - =... = ой = 
01 +92+... +9, а 0 о 
а 
= ______, 3671. Экстремумы и = А определяются из уравнения 


91 +9.+... + Ч, 
|а; - 5; = 0, где 8, = 0 приё* и б, = 1. 3675. шЁ 2 = -5, зира = -—2. 
3676. шЁ 2 = -175; зар г = 125. 3677. шЁ 2 = 0; зараг = 1. 3678. шЁи=0; 


зири = 300. 3679. Ши = - 5; зари = 1+ 2. 3680. шРи= 0; впри = 


=е! = 0,37. 3682. Нет. 3683. Минимум равен И . 3684. Слагаемые равны. 


п/а 


3685. Множители равны х, = 


где о (= 1,2, ..., п} — соответствующие показатели степеней; 
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1 1 1 [3 92 “и ИТР "и, 
наименьшее значение суммы |-- +— + - || ва, а.”... о, 

о 0 С, 
3686. х = — ту тхь у= 2» пу» где М = я т,. 3687. Измерения 


м = 1=1 1=1 


ванны 3/2У, 3/2У, 2 У. 3688. Н=28В = |, где В — радиус 


п 
цилиндрической поверхности и Н — ее образующая. 3689. х = |. уз Ве 
1=1 


= у ура=- у г„ гдеМ = 5 =) + (Хи) +(=) .Минимальная 
#=1 


1=1 1=1 


сумма квадратов расстояний равнап —2М№ + у (х: + у? + 2? ). 8690. Угол 


#=1 


наклона образующих конуса к его основанию равен аговёп 2 =. 3691. Угол 
наклона боковых граней пирамид к их основаниям равен агсзт =. 


3692. Стороны прямоугольника 2 и ее 3693. Стороны треугольника 


5, 3 и 32. 3694. Измерения параллелепипеда в Е 


аа вв” 
3695. Высота параллелепипеда равна Е высоты конуса. 3696. Измере- 


2а 26 2с 


ния параллелепипеда =, = и = 3697. Высота параллелепипеда 
ВЫ, `В. 
В = [эт а. РЯ ‚ еслиа > агсёЕ /2, ий =0, если 0 <а < агсёк Ш. 
24ва- /2’ 
В 
3698. Измерения параллелепипеда а, Би 5. 3699. НЕВЕ 
^/А?+ В? + С? 
1 ХХ У! Уз 21 2 2 2 
3700. а = —| т я р ‚гдел = || 1”: п, Ра РЕт: 
А 1 1 1 
т.п? по р р2 то 


ть п Р2 


3701. -Т_. 3702. Квадраты полуосей а? = А+ и 6? = А, являются корнями 


уравнения (1 - ЛА) (1 -АС) —^2В? = 0. 3703. Квадраты полуосей а? = А, 


АХ-1 БА ЕА 
=Аьи с? = А. являются корнями уравнения | р) вл-1 Ех | =0. 


ЕА. ЕА СА-1 
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3704. т А+ В+ С:.3705. —___ 14% 3707. Угол паде- 


Ма? с082 0: + 62 с032В + с? с03?у 
ния равен агсзт ( пэп “) ; отклонение луча равно 2 агсз]п ( пзм $ — 9. 
3708. Искомые коэффициенты а и бопределяются из системы уравнений 


а[хх] + 8[х1] = [ху], а[х ] + ёпт = [у1], где [ху] = у хуь [хП= > хь 


#=1 


[у1] = у у;. Задача имеет определенное решение, если уз (х-х :)2 20. 
1=1 1#] 


3709. в 2% = — ау-ж = хсо5@ + узша, где х=1 Ух, 
152—(5)8|- 192 (81° Па 
ху = . : ху и т. п. суть средние значения. 3710. 4х - и ; Ашы = 5 | 
1=1 
Раздел УП 


3711. Е(у) =1, если -© <у<0; Ку} =1-2у, если О$у< 
Е(у) = -1, если 1 <у < +5. 3712. Е(у) разрывна при у = 


3713. а) 1; 6) 1; в) 8; г) п ее; д)0. 3715. Нельзя. 3716. Нельзя. 


1; 
0. 


х2 


3717. Е/(х) = 2хе-* — ем — [ве ау. 3718. а) —(е 4 Эша + 


сова 


+ 594 соб о) + [ м -х? е5- Л - =? 4х; 6) (1 + 1 ) эт Обь + о) - 


ф+а 


эта 


Е 1 Е) мт о(а +0); в) 2 1(1-+ 02); г) (а, 5+ Ё (м, о) 4х, где 
а+а 


ии «2 


и=хаио=х- о; д) 2а [ В 
ии о 


2 х+а 


- 2а Г ах [ соз (х? + у? - 92) ду. 3719. Е"() = ЗИх) + 2х Ро). 


0 х-и 


3720. Е”(х) = 2Кх), если хЕ (а, Ь), и Е”(х) =0, если х Е (а, в). 
3721. 1. Р’(х) = А-О, где А? /(х) = Их + 21) - 2/х + В) + К. 


2. Ре(х) = (п - 1ИИх). 3723. 4х - =. 3724. 0,934 + 0,428х 
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3725. аЕ _ Е-{. аЕ _ Е Е 


! ут 9 трое -_. 
(приблизительно!). г ”* т а- #5 т 


3729. Е. (х,у) = х(2 - ЗУ)Аху) + 5 + ма - УР. 
3732. пп в. 3733. 0, если || < 1; пша?, если |] > 1. 
3734. :" зепа ш (1 +14). 3735. п агсзт а. 3736. 5 ш (1+2). 


ь-а ь 1; 52+ 26+2 > 
3737. шо . 3738. а) агсёЕ ао: в С ту; 6) аа. 0 314.0 0. 


3742. Мах (р, а) > 1. 3743. р < 1. 3744. р < 1. 3745. п <бит> 5. 


2 
3748. а при п > 4. 3749. Сходится при р > 1. 37150. Сходится 
при -1<п<2. 3755. 2. а) Сходится равномерно; 6) сходится неравномерно. 
3756. а) Сходится неравномерно; 6) сходится равномерно. 3757. Схо- 
дится равномерно. 3758. Сходится равномерно. 3759. Сходится 
неравномерно. 3760. а) Сходится равномерно; 6) сходится равномерно. 
3761. Сходится равномерно. 3762. Сходится неравномерно. 3763. а) Схо- 
дится равномерно; 6) сходится неравномерно. 3764. а) Сходится нерав- 


3746. р> 5. 3147. Сходится приа > 0 иприа = - п (п=1,4,...). 


номерно; 6) сходится равномерно. 3765. Ь > 10°. 3766. а) Сходится 
равномерно; 6) сходится неравномерно. 3767. Сходится равномерно. 
3768. Сходится неравномерно. 3769. Сходится равномерно. 3770. Схо- 


дится равномерно. 3172. Нет. 3776.1. т. 3777.1.1. 3718.2. а = +1. 


3779. Непрерывна. 3780. Непрерывна. 3781. Непрерывна. 3782. Непре- 


рывна. 3783. Разрывна при 9 = 0. 3784. ии 3785. 2. "быт аз) 


3788. п?. 3790. ш?. 3791. 0. 3792. Пш@. 3793. ый. 
а а 2 Ь 2 [е 


ии я т = “ (тя 1 п В+? 
3794. п т ‚3795. агоё Ё. — агоб © (тя 0). 3796. > ш БЕТ. 


3797.-п(1- Л -а?).3798. ла 1+1 ро . 3799. Е зип о- (1+6 -- „М +02). 


3800. т ш (+В В>0). 3801. И т т (а>0,В>0). 
3802. Е [оВ(о + В) + 03 ш а + ВЗ 11 В - (а 3 + В3) (а + В)] («> 0,В> 0). 


_ае-й“ =* 


3803. т. 3804. [Ее . 3805. 


е а 


ра 
(а+25?2) а, - Ча, + роте, | ие 
2а? а | 
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ь2 _в2 
3806. | с. 3807. УЕ. 3808. (Л - 5). 3809. 1 Е ев. 


3810. а) те о А т аа (е-#?). 3812. ы зап В. 2. Функция 


4а р 22п+1 452" 
нечетная. При х > 0 минимумы в точках 2АЛ и максимумы в точках 
(28 — Пл, где к = 1,2, 3, ... Асимптоты у = р прих -> +9 иу= в. 
при х — —со. 3813. И - „ла. 3814. 1 т ыы . 3815. 0, если |0] < В; 
а 
а зп ©, если |0] = В; - зп о, если |<] > В. — 3816. я зЕп а. 
п 3х п 3 Ге п 
3817. Ь |<]. 3818. 8 091. 3819. а. 3820. 5 ш В 3821. и 


3822. +В атс 8 = В агсёе В +1 ео. 3823. 0(х) =1 
+ 
при < 1; О(х) = 5 при х = +1; Б(х) =0 при М] > 1. 3824. а) п зп а соз аб; 


6) п зп а зп аб. 3825. тен. 3826. а зеп ое 9. 3827. а -е?). 


= Де ь 
3828. А о, 3829. п сов е °`’. 3830. 2 | : д. 


ас- 6? 
3831. [Е вал 92 


Ь + Язето. 3832. «а сов [а ны =. 3833. «а вра (а* +1). 


3835. а ;б /“_, в) 5 при >а;г : т; 6) ш 1+ 5}; 
а) и т реа ПИР а у! ( Е 
_ 0 _ а? 

ж) 9 о, 3837. а) 1; бх?+1Т; в) е20+а?; г) Те 4 с05 ах. 

рр 2 2 


хё 


1 роз 2 2 ла 
3839. ‹(х) = —е 25°, гдев = До+б.. 3843. 5 . 3844. . 3845. —. 
я о/2п . . РИ 


. 3850. аа ут. 


2 ыЯ Зл 
3846. — . 3847. —-. 3848. --. 3849. 
3. 2./2 512 иг 
п 


+1 


(< т <). 3852. В (п — т, и) (0 < т < п). 3853. (а) * х 


3851. 


т 
пзш— 
п 


хв(" 1 р-т+ (о < пт <р). 3854 — 2-91 Вт+Ьи+И 


п ’ п ^(а+с)"* Цвче)т+1 


(т > 0 п>-1. 3855. ТВ [1, 1-1] "<0 или п> 1). 
т т п 
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3856. 5В(7 1 а 1 (и>-Ь п>-1). 3857. —"_ (1<1) 3858. 2х 


са (1 -12)2 


хв (а, 2) (п>0). 3859. Г (1) @>0). 3860. иг" [7 >0). 


|] |: п 


3861. Гр+Пф>-1). 3862. И] ф>-1). 3863. —П2соврл 


ре аР*1 эт? рл 
3 1+ соз?рп у 2 ге. 3лз 
(0 <р<1). 3864. ап = (0 <р<1); 6) 27п ; в) РИ. 
«РП 
3865. 1—2 | (0 <р<1,0<9<1). 3866. п сё пр. 3867. Л це бл, 
97 В В 
2 


3868. т ./2п. — 3869. ш /2л +а(та- 1. 3870. (ты =). 


3871. =. 3876. — 1" (0-0) 3877. лата _ (а>0). 


тп тт 
И е0а - 2Г(т) эт р 
тега 1] + со 
3879. аВ ( =) 3880 7. 3881. Кх) = 2 | ий соз Ах А. 


(2) о 


3882. Цх) = 2 [тей эт Ах а). 3883. (хо) = 2 эт (х а) этА(х 6) ВА ВЕ: 
© о 


3884. (х) = ай | т оза4 соз Ах 4). 3885. - -1 | е- соз Ах а). 
у а? +х 7 
Ес +5 
ея ее [ ет Ах а. 3881. И) 2 [ мн этАх 4. 3888. (х) = 
9 о 
> сов *> зт 2ппл 


-= | —& 005 х 4. 3889. и иг эт А+ 4. 3890. Хх) = 


+< 


_ 2а <о8Ах 1 1 
г [ де. 4%. 3891. Их) = "| [5- Г ета | с0з Ах 4. 
_ 4аВ г АзшАх Зе 
3892. Дл) = 44 Гренитут 4%. 3893. е Ех 


+ са _22 +00 
х | е * созАх 4). 3894. хе-х? = ТР. [ле и р Ах 4. 3895. де*= 
24/2 


0 


ов 
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_2 со5Ах я _2 ^3117.х 
2 [ в до < х < +00); бе* :| АВК 0), (0 5х < +9). 


2 


3896. Р(х) = Ё -_@“_. 3897. Е(х) т. 3898. Ех =е?. 


х? + 0? + 012)? 
хо? 
3899.Е(х)=е 2 спох. 3900.а) (у) =е'(у20); 6) (у) = 2 | т (и20). 


Раздел УШ 


| —0_И, 5,540. НБ, 131 
3901. а: 3902. $5 З + ; 5 ы + : + те 133 . 3903. 9,88. 


Точное значение 2л (7 — „/24 ) = 13,20. 3904. 0,402. Точное значение 0,4. 
3905. 6 < 0,00022. 3906. 1. 3907. 55 . 3908. ла . 3910. Г=Е7(а, В) - 
— РСА, 5) -Е(а, В) + Е(а, Ь). 3912. а) Отрицательный; 6) отрицательный; 
в) положительный. 3913. :. 3914. 1,96 <1<2. 3915. а? + 5+ Е : 


2 1 


вл. | = | Их, у) ш- | ши [ Кх, и) ах. 3917. | = | Кх, у) ау = 


х] 
2 
2у 1 х+1 И ! 


-| Чи | Их, у) ах. 3918. | 4х | Их, у) 4и- | чи | Их, у) ах + 


-2и Г) а Г р 
:| ау | Их, у) ах. 3919. | ах | Их, у ау= | ау | Их, у) ах. 

Л И: 

- фе 1 и из 1 1 
3920. | 4х | Их, у 4и= | ау | Их, у) ах. 3921. | ах | Их, у) ау= 

к рр о ой и 2 

1 му г. ч- х2 1 2 
ы | ау | Их, у) ах. 3922. | ах | Кх, у) и + | 4х | Кх, у) ау + 

° тв дя 


+ _ Их, у) ау + | 4х т Их, у) у. зола. | г: Г - 
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4 2 [1 2. +у 
. 3925. а ах. 
Е! к. (((х, у) ах. 3925 ] Е Цх, рая + | "Г Их, у) ах 
1 Зл б-? 1 Л 
3926. | ау | Их, у) ах. 3927. | ау | с, уу ах + + | ау [ Ис, у) ах. 
-А-7 о -П-у 
1 1+8 а- аб у 2а 
3928. | ау ] Кх, у) ах. 3929. [ ау | Кх, у) ах + | Их, ууах! + 
-у т а+ 2-2 
2а 2а п- агсяшу 
зе | ау | Кх, у) ах. 3930. [м Кх, у) ах. 3931. [м Е Кх, д ах- 


2 
с 2п + агсзтпу 
ы" ау | Цх, и) ах. 3932. 2>. 3933. (2.2 =: 8] а. 3934. и". 
—1 д агсыт у 


2х а 


3935. 14а“. 3936. Эбле. 3937. | ах | г (г с08 ф, гаш $) дк. 
о 0 


ь #с05ф 2п [2 
3938. | ах | "Кг с08 ф, г эп ф) аг. 3939. | ах | = ("сов ф, гаш ф) аг. 


Го [41 


> 


аут 


1 ( д 
х —=совес| ф+= ыы 
м 7) 4 с032ф 


2 42 
3940. [44 | И (сов ф гай 9) 4. 3041. [40 | #1 (г со ф, г $) 4+ 
о) [#] о о 


а азтф 
2 


Маф соб 


а | Г} (г соз ф, гэш ф) аг + | а | г} (г соз Ф, г эш ф) аг. 


+ 
Е 


= 
3942. В том случае, если область интеграции ограничена двумя концент- 
рическими окружностями с центром в начале координат и двумя лучами, 


п Е 
4 сор 


исходящими из начала координат. 3943. | а | ГЁ (г со ф, гаш ф) аг + 


в в 
эф 1 2 


| га" | Ё (г соз ф, гэш 9) аФ + 
с о 


аФф | Г (г соз ф, гэш Ф) аг 
о 


+ 
ры ма 
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атс 


+ |. Аг [ Кг соз ф, гэш $) аф. 3944. гКг сов ф, г за ф) аг = 


И м5 
&, 
З 
——> 


агосов1 соо =) 
Я + агесов- л 2 
1 4 „8 3 со8ф 
= | г а [ Кг соз ф, гэшп 9) а. 3945. | аф [ гр (паг = 
то Й _ пгосов- 1 И о 
В 4 РУ. 4 
2/3 4 1 
= г | ГР (баг + | (= — агссоз 2 гКг) а. 3946. [ 4х 
о 2.5 о 
ыы ато 471 
с05ф 1 2г 
х | гр (г соз ф, гэш 9) аг = | аг | Кг со$ ф, гэш 9) аф + 
ЫЩ 0 о 
сов? 
агови + 42-1 я 
Ир 2. а 4052 Ф 


4 
+ [ гаг | Г сов ф, гаш 9) 49. 3947. [4 | гг сов ф, гаш Ф) аг= 
1 —= 


1 
агссоз- 
г 


2 
1 агссоз > 


а 2 а2 агесозт 

= | г аг [ Кг соз ф, гэп 9) аф. 3948. | аг | 1(ф, г) ао. 
ы еее о -агссов © 
2 а? а 


2 
п 1агоми" 
22 о й 


3949. [ аг | Еф, ”) а. 3950. ] а" | Ку, г) ад. 3951. 2л | гКг) аг. 


2 
1 агосов7 
2 а? 


3952. л | „Игдаг + 


0 


2 
| 4 агссоз 1 гг) аг. 3953. 5 [ Кг Ф) соз? ф аФ. 


——55 


2 паз _ 6-2 6. &-+Ь(Ь+ р) (+в)? + (26+ В) + В). 
3954.-— . 3955. -6бл’. 3956. . 
3 Маа+ в) (Ма + ав) (+ +В) 


©! 


В 2 4-и 


3(#)}. 3957. [ и аи ] Ки, ио) ао. 3958. | 4% | ео; и) Я 


Г и 1 —и 


а 


2 
3959. 4| 3118 6 с033 р 40 | ир (и с08* в, и 51 0) 4и. 3961. и=ху о=х-у. 
о 


о 
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1 1 2 

3962. | Ки) аи. 3963. 2[ Ди? Киа? +5? + с) ди. 3964. п 2 | Ки) ди. 
-1 -1 1 


3965. ^. 3966. 4. 3967. 2 лаб. 3968. ^_. 3969. 54311. 3970. 137 — ша. 
2 3 3 Ир 15 128 


3971. 2л. 3972. сл. 3978. 5 +7. 3974. авы 13. 3975. 6. 


>| 


3976. . +4./3). 3978. Ко, 0). 3979. ЕСО), если #> 0. 


2 


3980. 2 У (х ау. 3981. Е(Ю = | ЕР (Е с05 Ф, Е т 9) 49. 
а, ИТ у Ф ф) 4$ 
Е +(и- < 


3984. (2 -2ш 2) а?. 3985. а +9) „Ра. 3986. ла?. 3987. Этой, 


3988. 7 + 2 (1 + 9). 3989. па". 3990. 2237 + агсэт и 


"6 

хаб/а -. 82 абГ2т [а* Ь4 а26? аб/Га Ь? 
: 2]. оО аа 52 
а ты =) и в ы ь | ЗВ г ы #] 
аа 261). с (а5}з аб (В- о) (5? - а?) 
а, 9 бб ее" 3995. 4. 8996. 2(0+1)+0` 
3997. <. ш 2. 3998. а) с (а - 28-0; 9% (6 — а) (с? - а); 

41 Ч +1 _о+т 

Е В еп И 65. . 1 

в) СТ ат "(< т- Ца — 3999. а) 6 с аб; 6) 189 с [ато д + 


+22) аь. 4000. 50 — 2) агсыт 5 . 4001. 5 4002. <* т Кр — зв 2и, - 


— зв 2щ,) — (и. - и) (8120. — зш 20,)]. 4003. 2 ла. 4004. т 4007. 2. 
4008. па = 2 8. 4009. т. 4010. л. 4011.л. 4012. п -2щ2. 
4013. = г*( 3) ай. 4014. т. 4015. 45. 4016. бат. 4017. 72°. 
4018. л(1 - е-Е?). 4019. 2а2с. и . 4020. . 4021. 3 пабс(2 - №). 
4022. + лабс(2 „2 -1). 4023. Влас . 4024. 2 лабс. 4025. 465. 


4026. г абс (Зп + 20 -16./9). 4027. що). 4028. са“. 4029. 3. 


4030. “= ш В. 4031. &. 4032. 15 лабс. 4033. а) №1-С;6) (п — те - еда. 
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т РН 


4034. 45° {8 940С- ти 


п т п. 


4036. = 2 па 2(2./2 -1. 4037. 16а?. 


4038. 8а? агсят 2. 4039. т 4040. 8а*. 4041. п./2. 4042. па". 


а рь т 8 3 аз (20 _ 
4043. 2" + (1 +1 шз) + зато 5. 4044. © (20  3л). 


1 
4045. а) 2а?; 6) [3 ./1б +1 (3+ 10) в) абс [1 +2) [= +5 а 


3 
+ 1} ^ 1]; т) 4 26 (2.2 -1Т)агсш |“; д) 7 ш(е+е". 4046. $ = 4л(3 + 
сз 3 Ь 2 


с? 
+2 В )а?; У = ра". 4047. (©. — фу, - пи!) В, где фи, Ф2 — 


долготы меридианов, \/1, \/, — широты параллелей, В — радиус сферы. 


4048. п а /а? ера + Аш Чай и . 4049. $ = а(Ф. — ФУЖЬ (у — у) + 

+а (п у) — эт \,)]; 4л?аБ. 4050. ® = агоат 6 к; оя 6. 
Ма? + 5?) (а? + с?) а? 

4051. ре [2+ У ша + /2)1. 4052. хо — Я; и - ва. 4053. 2-1. 
д. 256. а? . —_ @6? ха 

4054. хо = уу = 5х“ 4055. ху = т аа . 4056. хо = и = . 


4057. хо = га; о = ава. 4058. ху = ла; и = ра. 4059. х, = = ; у = 0. 


з 3 
4060. Парабола у, — 1 /ЗОрхо . 4061. 1,- ®®*;1,- пы ФВ -Ь)). 


у 


4062. Г, = 


_ а 21па\, ии =Т = За“. 
16 (16 - 51). 4063. Г. = а а . 4064.1, =Т,= ИР 


4065.1, - 1,= За“. 4066.1. 1, = №®".2. 5. 


1, 


У =0, где Х, У — проекции силы давления на оси координат Ох и Оу. 
4071. Р, = па?5 (* - за } ; Р. = па?5 (^ + ва] . 4072. Проекция силы 


давления на оси Ох и О2, расположенные в вертикальной плоскости, про- 
ходящей через ось цилиндра, из которых ось Ох — горизонтальная, а ось 


О2 — вертикальная, соответственно равны: Х! = —па?8 (* _ р с0$ | эт @, 


546 ОТВЕТЫ 


й, = -па?5 (* = 2 с05 «| со$ 0; Х, = ла?5 (^ + 2 с05 о) эп а, 


2.) = ла?5 (* + р соз о соз о. 4073. Проекции силы притяжения на 


_ 2ЕтМ 
а?й 


оси Ох, Оу, О2, соответственно, равны: Х =0, У=0, 2= 
Ы-Б-я|+ Ма2+ (6-1)? - Ма?+6? }, где — гравитационная постоянная. 


4074.р.,= ро. дтб. А ар а 6 чаш +В + АСВ + в | 


4076. 1. 4077.1 ш2- 5. 4078. 1. 4079. &лабе. 4080. Г. 
364 2 16 48 5 6 


4081. [ ах || 42 й Их, у, 2) ау + [ 42 | Их, у, 2) 4 ы 


1 


к. 42 [| ау Г Кх, у, 2) ах + Й ау о Кх, у, 2) ах 


о 


1 1 [12 х2 1 х [22 у 
4082. [ ах | 42 | Их, у, 2) аи - | а | ау | Кх, у, 2) ах. 
и ы Ми о = рая 
1 х2 1 х2+1 1 
4083. [а | 4 | Кх, у, 2) ау + | 42 | Их, у, ау |= 
0 0 Го х РЕРР 
1 и 1 1 1 2 1 
= аг | ау [ Их, у, 2) ах + | 4 | Исх, у, 2) ах + | аг [ дих 
Г Г а И © 1 2-1 


х 


1 
х Г Це, у, 2) ах. 4084. 1 | (х - 5? КОЧЕ 4085. 1 | (2— 22) Коаг + 
2-32 о о 


2 
+ [2 — 22) Кх)42. 4086. Е(А, В, С) - ЕСА, В, с) - Е(А, БВ, С) - 
1 


- Е(а, В, С) + ЕСА, БВ, с) + Е(а, В, с) + Е(а, Ь, С) - Е (@, Ь, с). 


т пеш №. р ЕВ 
4 с05ф с08ф с08у 


д д и 
4087. 2.4088. 7 (2./2 - 1). 4089. | ах [ соз у Фу | 72 Кр) аг. 
о о 


эту 
соз? у 
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4090. 226. 4091. 161, 4092 21-1 мп. 
4 3 ы (5 ве) (+ т) р 


т аш 8]. 4094. - 


ра й _ 
4093. а; [5 =: (58 — аз) [6 о) [1+ 


а2В? 
4095. 3 (е- 2). 4096. и = НЕЕ НЕ ‚ где 6] < 1. 4098. а) (+) =4пР КР), 
8 а + 62+ 2408 


6) Е’) = 3 [26 + ШП хуг [(ху2) ах ау аг | где > би = < ххь 
) 


О<у<ЬО<аф<н. 4099. 0, если одно из чисел т, п и р нечетное; 


2: 11 сы 11 ре 1 
4. био ональн О! если числа т, пи р четные. 
т+п+р+3 (теп+р+1)!! 


4100. ГР+ ОГ + ОГИ+ ОГО . 4101. =>. 4102. ри ‚ 4103. ы а3(Зт — 4). 


Г(р+а+г+:+ 4) 


лай 43 (3 32 : паз 1 
4104. те 4105. од (37 4). 4106. З л. 4107. ла`. 4108. Е . 4109. 5. 


4110. ^(2- „/2)(? — аз). 4111. 2. 4286. 4112. а) ® абс; 6) 2 46с. 
3 31 4 4. 


4113. Эла (3 - 5). 41. Г. абс. 4115. мо О) ]. 4116. а) 20 мех 


абс мс чес, 
. 4117. а) 554400} ; 6) —-. 4118. а) —= 


абс. 92 3 3 т 3 дабс? 
6) 1680’ в) Пабс. 4119. 14°" 4120. 57 - с“) 43) . 4121. —- а”. 4122. тар 


З 


х(1-е1. 4123. р абс. 4124. 5 абс (: В з) . 4125. 37 : 27. 4126. У = р . 


Ваз, 4128. 47А" 4129. —— 
ГА] 1 


па" (6/2 +55 —1).. 4127. 


ош 


3 1 2 2 
—_. . 4131. $. 4132. 4 к 
тп+тр+тр г 11 С про + {2 КЗ 

+=+- 


_2 а: ам НТА . = 0: 

5 а; 20 30° . 4135. хо 182} № : 
3 3 . _3 

20 = ттбР- 4136. хо = за; о = 58} 25 = С. 4137. хо = ш = 0; 2, = о 


Баево = а; и = ®ь, = 9" 
4138. х=и=1; 2 3 4139. ху чая ча” 20 [9 
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ее . 4142. х, = 
“я 


Йь 2 _ @6сз. _ азьс. „_ @63с 
у = В; 2. =7. 4143. Г, ит. Т,: г. Г. 60 . 4144.1, = 2 пас; } 


4140. %-у = 0; 2 = 25. 4141. № № 2-1. 


аа _ 4 3 _ пафсз. ; _ лазбе. т _ пабзс 
1 1; Па ое; Т.к т лаб*с. 4145. Г„, г. Ти 50 ИЕ 0 


_ 2а63с 
1575 


4146. а) „= ЕВ (15л- 16); 1.= (105х— 272); 1= 2. те (1057 92); 


лаб; Г, = 4 лабЗс; зо 4 азс. 41417. а) Ё, = 157 а3ьс; 


3 "256. 


ху 5 на и о а 15 
п {2 


п, 


= 4 5). б) Па? 4 МЕ? = М [а 22 
4149.) 1, - 41(4/8 —5); 6) Га*. 4150. > МР?. 4153.1 м [2 +21 | где 


215 
М = 2пруа?й — масса цилиндра. 4154. Г =^ Е 2%. 4155. и = 2лру (® - =) | 


Ал рь => 
если г< В; и= З ‚ если г> И, где г= //х?+у2+22, 4156. и = 
г 


в 


= 4 | Кр) пап (Е 7 р) ар, гдег= „/х?+у?+2?. 4151. и = про 


в, 


х а? + (п - 22) +2/а? +27? - [(й -г) п -2 +22 + ап 


(п-2)х 
й-д+ Ма? + (№ - 2)? | 
ма + 22-2 


4158. Х =0:У=0; й= Чт: › воли [4] > 28, 2--ЧМта, если {а| < К. 


4159. Х-0; У=0; 2 = -2п роб /а? +22 - 2+ (2) - (- в - 21. 
4160. Х =0; У=0; 1 = -@р,Взш? а. — 4161. Сходится при р > 1. 


4162. Сходится прир > 1и4> 1. 4163. Сходится прир> 5 . 4164. Сходится 


при +1 <1. 4165. Расходится. 4169. 1 {р>а>1. 
р Ч 


(р-а) (9-1) 
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4170. (> 1. 4171. 21. 4172. т (р>1). 4173.12 В-1. 
р- сх 


1 Л д 5 я — |) 
4174. -. 4175. п. 4176.7. 4177.7. 41718. — её, еслиб =|@ и 
2 2 2 И Вс 
аба лЕа2Ь? 
А= | ьсо | . 4179. 7 аб. 4180. ео . 4181. Сходится. 4182, Сходится 
Че ь 2(1- =2)2 


при р < 1. 4183. Сходится при ТЕ = 1. 4184. Сходится при р < 1. 
р Ч 


4185. Сходится при р < 1. 4187. 5 4188. па. 4189. 2 п 2. 4190. 2. 
4191. Сходится прир> 3 >. 4192. Сходится прир < 5. 4193. Сходится 
при Е + : + . <1. 4194. Сходится прир < 1. 4195. Сходится при 
р<1. 4196. (1- р а-я - 9" ф<ьа<ьг< и. 4197. т. 


Е Е 
4198. 2лв(; ‚1 -р | (р< 1}. 4199. п?. 4200. Ё ‚ где А - [@,}. 4204. а) З - 


п(3п+1) ы 2 . 21, йо... 
6) 12 . 4205. = . 4206. >„— . 4207. ль п 4208. РЕ —* 


ит д 1 
4209. 21 мч ". 4210. —®* аа....а„. 4211. И" 4о. пе "№, 
п! п + ) (+ 1) 12+ 1) 
2 2 


2 
н+1 й 
4213. —^ — . 4218. о п? о" Чи. 4219. и= = 19 р? В. 
Гп+ 
Е) 
А 
„ 52 бе 
4220. | е°, где б = а] ид = . '| — окаймленный определитель. 
, 


3 
4221.1+ 3. 4222. О аа. 4223. Эп?а?(1 + 2л2). 4224. (св? 2 - ‚. 


7 


4225. 4а?. 4226. 26° — 1) + Рас". 4221. 252 - /3). 4228. рые ие. 


4229. 2а?. 4230.7. 4231.5. 4232. /3. 4233. [хо] + [29 где [хо] < а. 
а 


4234. 8 = +2: =. 4235. (1+3) 22.4286. а (8 агок — Е 


а? - 22 
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а 
4237. 2 (За? + 4125?) |242. 4238. 2 лаз 4239. 1[е+ #2)? 22]. 


а? 25+ 4/38 агсытеЕ 
138 -72- 25+4./38]. 1.26 [ ь+ а2те5е), 
-5 [100 38 — 72-17 ш 28+ 4241.1 5(ь азгсв ) 


где = = ^/*-6* __ эксцентриситет эллинса. 2.52 -Ъ. 3.5 [ (3/8 -П+ 
а 


3+2,/3 г. Ва. АЙ _4 
+ 4242. = . 4243. =-а. 
5 3 | В: = > а а: 
4244. 1. $.-5,-2а'. 2. па. 3. а) Заз; р 4. к. 
4245. — 4. 4246. д =й; щ=-1 д =1. 4947. Г =Г= 
Хо = \о = 20 Зл' . 0 5; 5} 20 т, 


- (© г. =.) ат?а?+ь?; 1, = а? /Ап?а?+1?. 4248. 2) 0; 6) : в) 2. 
4249. а) 2; 6) 2; в) 2. 4250. - Е . 4251. Е . 4252. 0. 4253. -2ла?. 4254. —2л. 


4255.0. 4256.0. 4257. . —1. 4258.8. 4259.12. 4260.4. 4261. —2. 


а+ё а 92 
4262. [ Ки) ди. 4268.-3. 4264. 9. 4265. | (хе) ах + [ (у) ау. 4266. 62. 
ы =: и 


4267. 1. 4268. л +1. 4269. е* созЬ — 1. 4271.2= = + ху — ху? — у + С. 


2 


1 2 
4272. _® агош ЗИ + С. 4273. 2 = - “И ч шк +и+ С. 
РИ Иа] Е Жи 
9"+ти 


4274. 2 = е#*9(х - у + 1) + уе* + С. 42715. 2 = + С. 
дх"дут 


д"+т х 8 п 1 2 
ны =) +С. „И < 87. 4279. №. 4280. —ла?. 
4276. 2 т (гс =) С. 4278. |1] < 81. 4219. 15. 4280. -ла 


4281. 2п./8 а? эт (= -а ). 4282. — па па? 4283. —4. 4284. -58-5 . 4285. 0. 
х2 23 х2+ 12+ 72 


4286.5 —а. 4287. | $(х) ах + | (у) ау+ ] Х(2) аг. 4288. | Ки) ди. 


+11 +2, 


ани на 


4289. | иКи) ди. 4290. и = ое + и + 23) - 2хуг + С. 
| 


4291. и=х- 2 +2 +С. 4292. и=ш Их+у)2+22 +агсёв — +0. 
у 2 х+у 


ОТВЕТЫ 551 


4293. А = -та (2. - 2). 4294. А = -# (а? - 2), Е — коэффициент 


упругости. 4295. А = с(:1 ы т] ‚ где г; = Мхи + 22 (-1, 2). 
1 


Г2 


4296. 1- | | у? ах ау. 4297. —462 . 4298. па . 4299. -2лаь. 4300. - (^-1). 


4301. 0. 4302. 11 -Г, =2. 4303. дта 4304. т5 + е”1 ф(у2) - е1 ф(и) - 


т(и-и) ь (х, - ху, у). 4305. Р = ыы 9 - Ех + 5, где и — 
дважды дифференцируемая функция и Ё — постоянная величина. 
4306. 29 [Ех у)] = ое ГИР (, и)]. 4307. 1) Г=0; 2) Г = 21. 4308. паб. 

в 
4309. ЗлаБ. 4310. “. 4311.3а2. 4312. а?. 4313. + т. 
8 6 2 3 эл 
1 1 
га = 1-=л 
(-) 4316. 98 | о 1 
п 


Г 2 эт 
п п 


4314. < В(2т +1, 21 +1). 4315. ее 
п 


4317. вое . 4318. п (п + 1)(п + 2)/72; 6пи?. 4319. п (п - 1 - 2)2; 
2(2п+1) 


бпг?. 4320.1. 4а?. 4321. зёп (аа - Вс). 4322. [ = у 5йП ее ‚ где сумма 
распространена на все точки пересечения кривых ф (х, у) =Оицт (х, и) =0, 
лежащие внутри контура С. 4324. [Г = 25, где 5 — площадь, ограни- 
ченная контуром С. 4325. Х,(хо, Ус) + У, (хо, ус). 4326. Проекции силы 


2СтМ 


та где С — гравитационная 


на оси координат равны: Х = 0; У = 
постоянная. 4327. и = 2пхВ ш г. ‚ еелир = Ух? +у? < В; и= 2пиВ п 1 ‚ ели 
р 


р > В. 4328. Г - Е р" с0з тф, Г. = р" аш тф, если р > 1. 4329. и — 21, если 


точка А(х, и) лежит внутри контура С; и = л, если точка А(х, у) лежит на 
контуре С; и - 0, если точка А(х, у) лежит вне контура С. 43880. К, = 


= пр” сов тф, К. = пр" аш т, если 0<р<1; К, =0, К, = 0, еслир =1; 


РЕ т = [[(9и + д 
К г. с08 тиф, К ый эш икф, если р > 1. 4339. @ ПС: + 5. ах ау; 
5 


ди д — шь;: (1 = гы =: ь 
= 4340. Н, ы фе у) а - (5-2) ау}; 


с 
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а (С - 2) 4х-(&- о - (Е - х) 4у-п-у ах. 
4341. 1 - 1. = (41 - 2.3)а*. 4342. тп 2аз. 4343. паз. 
4344. Та+.б). 4345. з- В + (В-0ша. 4346. БЫ. 
4347. 47 абс (= ЕЕ 1). 4348. па /Т та? + ш (а+ Ла). 


а? 62 с? 


4349. 74“ ззп © соз? а (о <а< " . 4350. 5 Ба“. 4352.1. 28+ 6.3). 


2. па?. 3. -®_. 4353. & пруа*. 4354. проа(За? + 262) /а? +6 435: а) ж=@; 
Е. : 3 Про 5 5 

=0: 2 = №4. Бо ош 4. 
0 = 0; 20 = 57а; 6) м = и 58: 20 = (2 +1). 4356.1. а) 40а*; 


6) пЕ| ЕВ + Н) + 2 Н? ] . 2. д . 4357. Проекции силы притяжения на 


2 


оси координат Х = 0; У=0; # = пЕтру шп , ‚ 4358. и = 4про пт (4, =) } 


Го 
где го = /ха+у2+ар. 4359. Е(®) = о (3 - 12), если | < М3; Е = 0, 
если || > /З. 4360. Р(®) = 985.0) и. 4361. Р=0, если <г-а; 
ЕР= пе (д? — ("- 9} еслиг-а<1<г+а; Р= 0, если > г+а (120). 
4362. 4па?. 4363. [а П9 С #0) = (0) р. ме абс. 4364. 0. 
4365. Ат (425? + а?с? + 52с?). 4366. 8 (а +ь+с)8?. 4367. -па?./3. 
4368. и. . 4369. 2 пл5. 4370.0. 4371. -2па (а +1). 43712. 218». 


4373. ба. 4374. 0. 4376. 3 ПУ (х? Ну? + 22) ах ау аг. 4377.0. 
У 


4378 п икея" 8] дих у г, де Ли = У +. 


4380. 0. 4384. ат (4 = = |]. 4385.1. За. 2. 2125. 4387. За^. 


4 


4388. 1 па". 4389. 1. 4390. -=. 4392. а) 1=0; 6) [= 4п. 
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2 


4401.1. а) ягад и (0) = 31-2}; - 68; [гад и(0)] = 7, соз © = 8, соз В = Г. 


-31< 


сову= 5; 6) рга@ и (А) = 6: +3}, |6гаа и (А) = 35, сова, 


соз В = т ‚ сов у = 0; в) ягаа и (В) = ТЬ, ета и (В) = Т, сов а = 1, соз В = 0, 
5 


со у = 0; гад и = 0 в точке М (-2, 1, 1). 4401.2. вгад и (М) = 121- 9} - 208, 


> _ 12 р ее О 
[стад и (М) = 25, сова 55 соз В 55° 6081 ; : 


4402. а) ху = 22; б) х=у=0 и х=у=2; вх=у=а. 4403. г= 


И + 42 =1 И а: а -2 
4404. ОВ — (и>2 16); п ПТИ 1; шах и 0. 


4405. созф=-- . 4406. Поверхности уровня — полости конусов; поверхности 


равного модуля градиента — торы, ШЁ и = 0, зири = 1; шЁегад и| = 
зир|етаа = 1.4407. №  __. 4409.2) г;6)2кув) 1.4410, 7. 
2 [егади (хо, Чо, 20) 


4411. с. 4412. 2%(с ` с) - 2е(с г). 4415. а) ягад и = ие, т -- е, + ще, где 


е, = 1608 ф + } п ф, е, = —15шщ ф + }с08 Ф, е, = К — орты, касательные к соот- 


ветствующим координатным линиям; 6) ргай и = 5 е, + ще в + о ©. 


гдее, = 1с08 ф зш 9 +} п ф зш 0 + К с0$ 6, ез =1с0$ ф с08 0 +} зп ф соз 0 — 
— К зп 0, е, = 1 т ф +} с08 ф — орты, касательные к соответствующим 


координатным линиям. 4416. о = 2и ‚гдег= „/х2+ у2+ 22; 9 = = [егаа и 


еслиа=Ь= с. 4417. ди —_ воз (г) ; ди —0, если! | г. 4418, ди _ 5 
91 Г 91 91 [стад] 


и 0, если #гад и 1 гад о. 4419. а= Кучу) хачу? ха) К(х- у) мхачу? ха) + К(х-у)2. 
и 


4420. у-ех, 2 = сох?. 4423.1. @уа (М) = 8 п= а лез. 2. 0. 


4425. Ч1у (вга и) = Аи, где Аи = т + в +5 ОЕ т . 4426. ГР) +2 И ("); 


Кг) =с+ 21, гдеси с! — постоянные. 4427. а) 3; 6) 2 . 4428. го (с.г). 
г 

4429. ЗКг) + гР(”); (№) = 5 ‚ где с постоянна. 4430. а) и Аи + (гад и}; 

6) и Дь + вга4 и * вга4 о, где Аи — оператор Лапласа. 4431. уу = 0; 

ум =-202. 4432.0, вне притягивающих центров. 4433. 41уа = 


554 ОТВЕТЫ 


= 1 3. га.) + дао ‚ Гдеа,, а, — проекции вектора а на координатные 
а" "9 а. 


= те } = т вы 
линии ф = соп3$ и г = соп3$. 4484, Ч1у а ии [2 (ММ а, +5 2. (МГа,) + 


+ 2. (Мао) | ‚ гдеа,, а,, а, — проекции вектора а на соответствующие 
и 


- 09) «8, 


М = ( (57+ (55) (2). Если г, ф, г — цилиндрические координаты, 


- 7 
координатные линии и Ё [2 + 7 + Зы) › 


(=) 
: 1 да да, 
то Фуа = = [2. (га) + — + =]; если г, диф — сферические 
к (дк 9ф 92 
координаты, то Чу а = О [5. (72а, эт 0) + ‚5 (аз эт 0) + "|: 


4436.1. а) 0; 6)0. 2. гова (М) = 51 = бк, кора (М) = АТ, 


_ -5 _ -4 _ 10 Ё() я 
сова = —, с08В= —, сову= —. 4437. а гх с]; 
141 В 141 ? 141 г ] 


6) 2Кг)е + но [с(’° г) - Кс *г)]. 4439. а) 0; 6)0. 4440. гору = 20. 


_ ага да, 
4441.1. гоба — + [9 (га,) — - 


соответственно на координатные линии гГ= соп8& и ф = с013$. 


5 К, где а, и а, — проекции вектора а 


19а да да да 1Гд да, 
Е 
а 
где а, = а, с05ф + азтф, а, = -а, япф + а, с08ф, а, =а,; 
Е 9. : _ дав 1Г1 да, _ 9 
вое г51п0 | (а ет В) — с г | 90 9’ (газ) ] а 


1Г9д _ да, — ; Е . 
ий Е [5 (газ) | еу› где а, = а, соз ф эш 0 + а, эт ф эт 0 +а, с0$ 0, 
аз = а, 05 ф с0$ 9 та, э1ш ф с0$ 9 — а, эт 0, а, = -а, эт ф + а, с0$ $. 
4442.1. 2) 0; 6) п!З. 2.2а)0; 6)0. 4443. п. 4444. от . 4445.1.0. 2. 5. 


4447. 4пт. 4448. в. 4450. ср = ву ( вкаа и), где с — удельная 


теплоемкость и р — плотность тела. 4452. 1. 21252, 2. 82 ша. 


ГВ 


3. 3 (3 + 21 - 12е2). 4. —12. 4453. [о г аг. 4454.1. а) 2п; 6) 2..2. а Г=0; 
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6) Г = 2лл, где л — число оборотов контура С вокруг оси Од. 


4455. тора (М)=-}— 2%, Г- лов +2 сов). 4456. © = | | (2 +2 Че 4 
5 


д ‚ди ди д ды _дь 
р = = + — р же ---, < = ^^, 44571. и= +у+2)+С. 
+=) О 9х ду ду 9х й НС 
5 


2.1. 4458. и =, 4459. и (х, у, 2) = юз 7, где г, — расстояние 
3 г ог 
переменной точки М (х, у, 2) от точки М, = 12, ..., п). 


Е 


4460. и (х, у, 2) = | (В) Е, где г = Ух+уч2?. 


го 
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. Суммирование рядов акне сета няьна 272 
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. Приложения двойных интегралов к механике ....... лье 
Тройные интегралы .. еее еее неня 
‚ Вычисление объемов с помощью тройных интегралов... .......... 
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